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Mémoire  sur  un  nouveau  cas  intégrahlc  du  problcmc 
de  l'élastique  et  l'une  de  ses  applications; 
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Le  |>r()l)lnii('  tic  la  llrxioii  iinic  d  imk^  ligne  ou  mtijc  ('lasti(|ij('  smis 
1  action  des  forces  clomiees  a  été,  comme  on  sait,  résolu  |>ar  Laj;rai»fie 
dans  le  cas  d'une  verge  droite,  en  faisant  abslradion  des  foires  (|ui. 
comme  la  pesantein-,  agissent  sur  la  masse  entière  de  la  \erge,  pour  ne 
t(>nir  comple  (|ue  tie  celles  qui  s'e\ercont  en  ses  extrémités. 

I.c  cas  iKUivcati  cl  plus  ^cuirai  (|nc  nous  avons  traité  est  celui  de  la 
deioinialioM  plane  d  une  \crgc  (pu.  dans  sou  état  naturel,  s«'rait  soil 
droite,  soil  circulaire,  cl  ipn,  oiilrc  des  lorccs  ou  couples  agiss,'nil  en 
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SCS  extrémités,  sii|)portcrait  une  pression  uiiiforniémeut  répartie  sur  sa 
libre  moyenne,  normale  à  eette  courbe  et  lui  restant  normale  quelf|ue 
(ieformalion  (ju'elle  prenne. 

Le  premier  de  ces  deux  cas  ne  dépend,  comme  on  sait,  que  des  fonc- 
tions elliptiques  de  première  espèce;  nous  montrons  que  le  second  se 
ramène  aussi  à  des  quadratines  ellijitiques,  mais  comporte  à  la  fois  des 
fonctions  elli|)liques  de  première  et  de  troisième  espèce. 

I^e  premier  a  trouvé  une  application  extrêmement  utile  et  importante 
en  Résistance  des  matériaux,  où  il  a  fourni  la  solution,  passée  aujoin-dlitii 
dans  la  pratique,  du  problème  si  délicat  de  la  stabilité  des  prismes 
droits  dits  chargés  debout  (colonnes,  piliers,  etc.  :.  Le  second  (et  c'est 
ce  ([ui  nous  a  amené  à  l'étudier)  donne  lieu  à  une  application  du  même 
gein'e. 

])e  même  qu'une  colonne  comprimée  suivant  son  axe  reste  tliéori- 
(piement  droite,  mais  se  trouve  dans  une  sorte  d'équilibre  instable  en 
ce  sens  que  la  moindre  déviation  la  fait  rompre  par  flexion  si  elle  est 
trop  longue  par  rapport  à  ses  dimensions  transversales,  de  même  une 
pièce  circulaire  (un  manchon  cylindrique  mince  par  exemple  s,  pressée 
normalement  et  uniformément  de  l'extérieur  vers  l'intérieur,  se  com- 
prime en  restant  circulaire,  mais  se  trouve  aussi  dans  cette  sorte  d'ecpii- 
libre  instable,  en  ce  sens  que  la  moindre  déviation  accidentelle  l'aplatil 
plus  ou  moins  si  son  épaisseur  est  trop  faible  par  rapport  à  son  rayon. 

Quelle  épaisseur  faut-il  lui  doiuier  pour  être  certain  qu'un  tel  acci- 
dent ne  pourra  pas  se  j)ro(luire?  (".'est,  comme  on  voit,  l'extension  aux 
pièces  circulaires  du  problème  des  pièces  droites  chargées  debout  i  '  ). 


(')  On  j)eiit  |iosi'r  un  [iroblùiue  |>lii>  ^'lmh't.iI  et  iioin  eau  (|iii  nirrilorail  il'i'Ire  ap- 
|>elé  \6  problème  des pjèces  courbes  chargées  debout.  Toute  pièce  courbe  dont  la 
libre  moyenne  salisfail  à  la  double  condition  :  i°de  coïncider  avec  rune(iuelcon(|ne 
des  courbes  funiculaires  relatives  aux  forces  extérieures  données  qui  la  soUici- 
lenl;  2°  d'être  placée,  par  rapport  à  ces  forces,  de  façon  à  être  pressée  et  non 
tendue,  est  exactement  dans  le  même  état  d'équilibre  instable  (jue  les  pièces 
droites  chargées  debout,  parce  qu'elle  ne  subit  qu'une  compression  longitudinale 
sans  flexion.  Le  cas  des  pièces  circulaires  que  nous  liaitons  ici  est  le  plus  simple 
après  celui  des  pièces  droites.  I^e  cas  le  plus  simple  après  paraît  être  celui  de 
l'arc  parabolique  comprimé  (pont  suspendu  renversée:  mais  nous  n"a\oiis  pas 
réussi  à  le  résoudre. 
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C'est  une  (|ii(sli()ii  (]iii  nous  a  été  plusieurs  fois  posée  jiar  des  con- 
structeurs qu'elle  intéresse,  en  raison  des  pressions  de  |)lus  en  plus  con- 
sidérables aujoiuilliui  usitées  dans  certaines  industries;  et,  à  notre 
connaissance,  elle  n'csi  pas  sortie  du  domaine  de  l'empirisme 

Pour  la  résoudre  rationnellement,  il  faut  conuneiicer  par  chercher 
toutes  les  déformations  de  grandeur  finie  siisreplihles  de  se  produire 
sous  l'influence  d'une  déviation  accidentelle.  Suivant  que  l'épaisseur 
du  manchon  ou  plus  ijénéralement  le  moment  d'iiu-rtie  de  la  section 
de  l'iiiuicau  considéré;  est  plus  ou  moins  faible,  on  reconnaît  que  ces 
deroinialions  peuvent  être,  ou  en  nombre  illimité,  ou  en  nombre  limité 
[on  tiniive  dans  les  deux  cas  cpie  la  libre  moyenne  affecte  la  forme  de 
courbes  étoilées  rappelant  celles  Ciu  problème  de  la  toupie  en  ;\Iéca- 
nique  ou  inq)ossibles.  La  question  est  de  savoir  quelles  dimensions  il 
latit  adopter  pour  être  certain  de  se  trouver  dans  ce  dernier  cas. 

Pour  cela,  on  observe  que  rinté','ration  de  l'équation  différentielle 
du  second  ordre  de  la  fibre  moyenne  déformée  introdnit  deux  con- 
stantes arbitraires;  ces  constantes  se  déterminent  |)ar  la  (loid)le  condi- 
tion : 

(1.   Que  la  courbe  déformée  est  fermée; 

b.  Que  sa  longueur  totale  est  sensiblement  la  niém<>  (pie  celle  de  la 
fdjre  circulaire  au  moment  on  elle  est  sim|>lcment  compiimée  avant 
toute  flexion. 

L'expression  de  la  condition  a  intioiluit  n.aliircllcnx'Ut  dans  la  (|ues- 
tion  un  nond)re  enliei'/i  entièrement  arlfifrain-,  ce  qui  montre  de  suite 
(\\\en  général  il  pourra  se  produire  une  infinité  de  modes  de  flexion. 
Mais,  si  les  dimensions  de  l'anneau  sont  sidïisamment  ijrandes,  on  con- 
çoit (jue  les  deux  conditions  a  et  h  |iourroiil  n'être  plus  compatibles 
que  yowv certaines  valeurs  de  l'entier  «.  et.  si  ces  dimensions  sont  plus 
grandes  encore,  on  comprend  de  même  cpie  les  deux  conditions  pour- 
ront dexenir  incomp.itibles.  (juel que  soit  cet  entier  n.  Ce  sont  ces  der- 
nières dimensions  rpii  assureront  la  pièce  contre  toute  flexion  acciden- 
telle et  (pi'il  saisit  de  découvrir. 

Les  deux  conditions  a  (>t  b  se  traduisent  analy  ti<pieinent  par  un 
système  de  deux  équations  modulaires  sinuillanées,  au\(|uelles,  après 
diverses  transformations,  nous  avons  donné  la  forme  suivante,  où  l;  et 
«sont  les  deux  constaiiti's  dr  l'intéi^ration  (|u'il  faut  déterminer,  con- 
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stantcs  que  nous  avons  rlioisics  de  façon  qu'elles  soient  pnrenienl  nu- 
mériques, toutes  deux  positives  et  la  seconde  moindre  que  i  ;  E,  \,p, 
p„  sont  respectivement  le  coefficient  d'élasticité  de  la  matière,  le  mo- 
ment d'inertie  de  la  section  de  l'anneau  (si  l'anneau  est  un  simple  man- 
chon cvlindriiiue  d'épaisseur  e  et  de  longueur  i,  1  =  -j^  ),  la  pression 

par  vuiitéde  longueur  de  la  fibre  movonne,  le  rayon  de  cette  fibre  après 
la  compression  simple  sans  flexion  due  à  la  pression  p;  enfin  n  est  le 
nombre  entier  dont  il  vient  d'être  parlé  : 

-f^)"u-3=  r , 

"    ^P?'u  I  , /  II- 

2ra  /'+■ 2L'(i  +  », 


2  U  (  1  +  uy)  —  u-{i  — y-) 


-U(n-«r) --('-.)■') 

4 

On  j)eut  observer  d'abord  cpic  ces  deux  équations  qui  fournissent 
les  deux  constantes  U  et  u  en  fonction  des  données  E,  I,  p,  p,,  du  pro- 
blème et  du  nombre  entier  n  ont  ceci  de  remarquable  : 

1°  La  seconde  est  absolument  indépendante  de  la  nature  et  des  di- 
mensions de  l'anneau;  elle  donne,  pour  chaque  valeur  de  n,  la  con- 
stante U  en  fonction  de  celle  u;  on  pourrait  donc  construire,  une  fois 
pour  toutes,  une  Table  numérique  de  cette  relation.  Table  qui  serait  ap- 
plicable à  tous  les  anneaux  imaginables,  quelles  que  soient  leur  forme, 
les  dimensions  de  leur  section  transversale,  leur  rayon  et  la  matière 
dont  ils  sont  formés. 

2"  La  première  renferme  toutes  les  données  du  problème  en  bloc, 

_  I 
/  FI  \    ^  1 

c'est-à-dire  dans  le  seul  ternie  (  ^  )      'île  sorte  qu  on  pourrait  aussi 

faire  de  l'intégrale  définie  du  second  membre  une  Table  applicable  à 
toute  espèce  d'anneaux. 

En  discutant  ces  équations  (sans  les  ramener  à  la  forme  normale,  ce 
qui  nous  a  paru  très  complujué  comme  calcul),  nous  trouvons  :  i"qiie 
l'entier  n  ne  peut  jamais  être  i,  qu'on  a,  au  moins,  «  =  2  ;  2"  que  les 
deux  équations  sont  incompatibles,  quel  que  soit  n,  et  que.  par  suite. 
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aucune  fl<'xioii  ue  peut  se  piocliiirc,  si  l'on  prend 

inégalité  qui  fournit  ainsi  une  solution  très  commode  et  très  pratiqu<' 
du  prohièuie  |)Osc,  quoique  l'analyse  (pii  v  amène  soit  très  labo- 
rieuse. 

Nous  sommes  conduit,  en  j)assant,  à  (pielcpu-s  remar(pies  simples, 
mais  uliles  et  qui,  à  notre  connaissanci;,  n'ont  pas  encore  été  faites, 
sur  les  verges  planes  de  forme  quelconque  soumises  à  une  pression 
normale  uniforme.  Ainsi,  nous  montrons  que,  si  une  telle  verge  est. 
arrivée  à  l'état  d'équilibre  et  que,  suivant  la  tbéorie  soit  de  l'I-'lasticité, 
soit  de  la  Résistance,  on  remplace  les  forces  élastiques  qui  se  dévelop- 
pent dans  cliaque  section  transversale  par  une  force  uuicpie  F  passant 
parle  centre  de  gravité  de  cette  section  et  par  u\\  couple  unitpie  : 

I"  Si,  en  cbaque  point  de  la  fibre  moyenne,  on  mène  une  perpendi- 
culaire à  la  force  élastique  F  qui  y  passe,  toutes  ces  perpendiculaires 
concourent  en  un  même  jjoinl  (pie  nous  nommons  le  centre  des  forces 
élastiques. 

2"  I,a  force  F  est  propdi'tioniieile  a  la  dislaiice  /"de  son  pcjiiit  d'ap- 
plication à  ce  centre  et  le  coefficient  de  proporlinniialileest  la  pression 
donnée/;,  en  sorte  que  F  =/Jr. 

r,n  un  mol,  les  forces  élasti(pies  F  aux  différents  |)oints  de  la  fibre 
mou'uue  délornu'e  sont  égales  en  grandeur,  direction  et  sens  aux 
vitesses  que  prendraient  ces  points  si  l'on  imprimait  à  la  courbe  une 
rotation  instantanée,  numéri(|uement  égale  à  la  ])ression  donnée  p, 
autour  d'un  point  con\enablement  clioisi  du  plan,  point  que  nous  ap- 
pelons le  centre  des  forces  élastùjues. 

3"  Le  moment  de  flexion  M  est,  à  une  constante  près,  égal  à  - — 


(')  Ainsi  que  nous  l'observons  ilans  lo  cor|is  de  ce  Mémoire,  le  cliiflVe  -J  ne 
représente  ])as  la  liuiile  la  plus  falMe  possible;  il  esl  vraisemblable,  d'après  les 
considérations  iiidi(|uées  (p.  ^-j  ),  que  celle  dernière  limite  esl  |  =:  J-.  Nous  avons 
indi(|ué  celle  limite,  ilés  i.S8>.  nu  Collé:;i'  de  France,  où  ce  travail  a  été  exposé 
en  entier. 

Joiirn.  Je  Mul/i.  1  !•  sorio),  lomf  X     -   J>><iiR     S-i.  2 
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Ces  résult;its  permcttcnl  dt;  cloimcr  à  l'équation  clifféreutiillc  du 
second  ordre  à  intégrer  la  forme  la  plus  simple  possible». 

!^  T.  —  PllOPRIKTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORCES  ÉLASTIQULS  RÉSL  LTAXT 
DUNE  PRESSION  UNIFORME  EXERCÉE  NORMALEMENT  A  LA  FIBRE  MOYENNE 
d'l'NE   PIÎXE   PLANE  DE   FORME  QUELCONQUE. 

Je  considère  une  verge  élastique  qui,  dans  son  état  naturel,  soitsy- 
métricpie  par  rapport  à  un  plan  contenant  sa  fibre  moyenne. 

Celle-ci  supporte  une  pression  normale  et  luiiformément  répartie 
sur  tout(>  sa  longueur  à  raison  de  /;l\ilogrannnes  par  imité  de  longueur. 
,  Sous  riiiflueuce  de  cette  piession,  la  pièce  se  déformera,  mais  sans  que 
sa  fdire  moyenne  sorte  de  son  plan. 

Je  ne  suppose  d'ailleurs  pas  que  cette  déformation  soit  très  petite, 
j'admets  qu'elle  peut  atteindre  une  grandeur  quelconque  si  les  dimen- 
sions transversales  de  la  pièce  sont  assez  petites  pour  que  cela  puisse 
avoir  lieu  sans  rupture  et  sans  que  la  limite  d'élasticité  de  la  matière 
soit  dépassée. 

Considérons  la  pièce  dans  son  état  d'équilibre  définit i!,  état  (|u  il 
s'agit  de  déterminer. 

On  sait  que,  suivant  les  règles  de  la  Résistance  des  matériaux  et 
aussi  suivant  les  déductions  approchées  des  principes  de  la  théorie 
mathématique  de  l'Élasticité,  les  forces  élastiques  qui  agissent  dans  une 
section  transversale  quelconque  peuvent  être  remplacées  par  : 

1°  Une  force  unique  F  appliquée  au  centre  de  gravité  de  la  section, 
c'est-à-dire  au  point  où  elle  coupe  la  fibre  moyenne; 

2°  Un  couple  unique  M  qu'on  nomme  le  couple  de  flexion  ou  mo- 
ment fléchissant. 

Rappelons  encore  que  la  projection  de  la  force  Y  sur  la  normale  à 
la  fibre  moyenne  se  nomme  \  effort  tranchant. 

Pour  préciser  le  sens  de  ces  forces,  soit  [Jig.  i)  A  un  point  quel- 
conque de  la  fibre  moyenne,  point  dont  nous  pouvons  définir  la  posi- 
tion par  l'arc  AoA  =5  qui  le  sépare  d'un  point  fixe  A„,  les  s  positifs 
étant  comptés  dans  le  sens  de  la  flèche. 

Nous  apjielons  (orce  élastique  F  et  moment  tle  flexion  M  au  point  A 
la  resnllante  île  translation  et  le  moment  résultant  des  pressions  élas- 
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tiques  exercées  par  la  partie  AoA  de  la  pièce  sur  la  partie  \a,  en  sorte 
que  les  pressions  inverses  exercées  par  celte  <ieiniére  partie  sur  la  pre- 
mière auront  respeclivcnient  —  F  et  —  M  poiu-  résultante  et  pour  mo- 
ment résultant. 

Fig.    I. 


Cela  posé,  voici  quelques  propositions  lies  sinq)les.  mais  qui  nous 
seront  très  utiles  : 

rmonKjii;  1.  —  Quelle  que  soit  la  forme  (F équilibre  que  prend  une 
veriie  élas{i</ue  plane  primitivement  droite  ou  courbe  sous  l'injluence 
d  une  pression  p  uniforme  et  normale  à  sa  fibre  moyenne,  la  force  élas- 
tique V  qui  s'exerce  en  un  point  quelconque  A  de  cette  fibre  est  égale  en 
grandeur,  direction  cl  sens  à  la  vitesse  que  prendrait  ce  point,  siion  im- 
primait à  la  verge  une  rotation  instantanée  dont  la  vitesse  angulaire 
serait  numériquement  égale  à  p,  autour  d'un  point  conienablement 
choisi  du  plan.  En  d'autres  termes,  si,  par  c/taque  point  A  de  la  fibre 
moyenne,  on  mène  une  perpendiculaire  à  la  force  élastique  F  qui  s'y  pro- 
duit :  I"  tou'is  ces  perpendiculaires  concourent  en  un  même  point  ()  que 
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j'appelle  le  centre  dos  force»  élastiques;  2.°  on  a  F  =^  p  >c  OA  =  pr,  en 
désignant  par  r  le  rayon  vecteur  OA  ism  du  point  O  ;  3°  toutes  les  forces  F 
tendent  à  faire  tourner  la  verge  dans  le  même  sens  autour  du  point  O.  Ce 
sens  est  relui  qui  va  de  la  partie  A^  A  qui,  en  vertu  de  nos  conventions, 
exerce  la  force  élastique,  vers  la  partie  \a  qui  la  subit. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  soient  {^g-  i)  F  et  ^I  la  force 
élastique  et  le  couple  de  flexion  au  point  quelconque  A  :  F„  et  'M„  les 
quantités  analogues  au  point  A„. 

Par  ce  dernier  point  je  mène  AqO  perpendiculaire  à  F„  et  je  prends 
sur  cette  perjiendiculaire  une  longueur  A„0  ^  r,,,  telle  qu'on  ait 

(a)  F„  =  /î/-o. 

Je  porte  cette  longueur  à  la  gauche  d'un  observateur  placé  en  Ao  et 
regardant  F,,.  Je  dis  que  le  point  O  est  le  centre  des  forces  élastiques, 
c'est-à-dire  que,  si  on  le  joint  au  point  A,  la  force  élastique  F  est  per- 
pendiculaire au  ravon  vecteur  OA  =  r,  située  à  la  gauche  de  ce  rayon 
comme  Fo  l'est  par  rapport  au  rayon  OAj  et  cjue,  de  plus,  F  =  pr. 

En  effet,  la  portion  Ao  A  de  la  verge  est  en  équilibre  sous  l'influence  : 

i"  Des  forces  élastiques  F„,  —  F  exercées  en  A^  et  A  et  de  la  pres- 
sion /;  exercée  sur  l'arc  AjA; 

2"  Des  couples  Mo  et  —  M. 

Il  f.iut  donc  que  la  somme  des  projections  de  ces  div(>rses  forces  sur 
un  axe  quelconque  et  la  somme  de  leurs  moments  relativement  à  un 
point  quelconque  du  plan  soient  nulles. 

Mais  on  sait  que,  si  une  pression  uniforme/)  s'exerce  normalement 
à  la  courbe  plane  AoA,  la  somme  des  projections  des  pressions  élé- 
mentaires sur  un  axe  quelconque  et  la  somme  de  leurs  moments  re- 
lativement à  un  point  du  plan  sont  indépendantes  de  la  forme  de  la 
courbe;  on  ne  ch.mgc  donc  pas  ces  sommes,  ni,  par  suite,  les  conditions 
d'éciuiiibre  de  trriuslation  et  de  rotation,  en  remplaçant  cette  pression 
|)ar  une  pression  pareille  exercée  sur  le  contour  brisé  AOA^,  ou  par 
deux  forces/:»;- et/)/ 0  respectivement  appliquées  aux  milieux  des  deux 
lignes  AO  et  OAo  perpendiculairement  à  ces  ligues  et  dans  les  sens  in- 
diqués sur  la  figure. 
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Or,  en  vertu  de  la  relation  (a),  les  forces  F„  i'tpr„  forment  un  couple; 
donc  les  forces  dont  nous  avons  à  écrire  les  rondilions  d'équilihre  se 
réduisent  en  définitive  à  : 

1°  Trois  couples  INIo,  —  M,  {Fa,pr„); 

■2"  Deux  (orces pr,  —  F. 

l'oui'  (|ue  ces  deux  dernières  j)uissent  équilibrer  les  couples,  il  faut 
(|u'elles  forment  elles-mêmes  un  couple;  par  suite,  les  forces ^r et  -h  F 
doivent  être  égales,  parallèles  et  de  même  sens,  ce  qni  démontre  l.i 
proposition  énoncée. 

TnÉonicME  II.  —  Le  moment  Jlèchissant  en  un  point  quelconque  de  la 
fibre  moyenne  est,  à  une  constante  prés,  égal  à  -.pr-,  c'est-à-dire  au 
demi-produit  de  la  pression  p  par  le  carré  de  la  distance  du  point  \  con- 
sidéré au  centre  des  forces  élastiques. 

En  effet,  les  forces  pr  et  —  F  formant  un  eonple,  il  doit  v  avoir 
équilibre  entre  les  quatre  couples 

M,„      -M,     (Fo,pr„),     {pr,  -F). 

Je  regarderai  les  monients  comme  positifs  lorscpi  ils  tendront  a  laire 
tourner  leurs  bras  de  levier  de  droite  à  gauche,  c'est-à-dire  lorsqu  ils 
tendront  à  augmenter  la  courbure  de  la  courbe  A„A  telle  qu'elle  est 
représentée  sur  la  figure;  alors  les  deux  couj)les  (Fo,  pr^)  et  [pr,  —  F) 
sont,  le  |)r<'mier  négatif,  le  second  positif,  et  leurs  moments  respectifs 
seront  en  grandeur  et  signe 

P'I       _^  /"-■ 


Donc,  l'équilibre  entre  les  quatre  couples  exige  tpie 

M„       M  -/^'  +  /^^  =  „ 
ou 

M  _  Z^"  =  M„  -  ^  =  const.. 

ce  (pi'il  fallait  démontrer. 
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Corollaire  I.  —  Les  points  où  le  moment  fléchissant  est  maximum 
f)ii  minimum  sont  ceux  où  le  ravon  vecteur  /•  issu  du  centre  des  forces 
élastiques  est  lui-même  maxinnuu  ou  miximum,  c'est-à-dire  les  nieds 
des  noi-niales  abaissées  de  ce  point  sur  la  fibre  moyenne. 

Corollaire  If.  —  Aux  points  oii  le  moment  fléchissant  est  maximum 
ou  mininumi,  l'effort  tranchant  est  nul  (car,  en  vertu  du  théorème  I, 
la  force  élastique  F  y  est  taiigente  à  la  fdjrc  moyenne  ou  per|)endicu- 
laire  à  la  section  droite  de  la  pièce). 

Cela,  du  reste,  résidterait  aussi  du  théorème  suivant  cpn  eU  \rai, 
même  quand  les  forces  extérieures  ne  se  réduisent  pas  à  ime  pression 
uniforme. 

l'iiKORÈME  III.  —  V effort  tranchant  en  chaque  point  de  la  fibre 
moyenne  est  égala  la  dérivée  du  moment  fléchissant  relativement  à  l'arc  s 
qui  définit  ce  point. 

En  elfet,  de  l'expression  ci-dessus  trouvée  pour  ]\I,  on  tire 

rfM dr dr 

ds        '      ds  ds 

Mais  -j-  est  le  cosinus  de  l'angle  c[ue  forme  le  rayon  vecteur  0.\  [Jig-  i  ) 

avec  la  tangente  .\T  à  la  fibre  moyemie  en  ce  point,  ou  le  cosinus  de 
l'angle  que  la  force  F  perpendiculaire  au  ra^on  vecteur  fait  avec  la 
normale  n.  Donc  le  second  membre  est  bien  la  projection  de  la 
force  F  sur  la  section  droite  de  la  |)ièce,  c'est-à-dire  l'efloi't  tranchant. 


§  II.  —   Equation   de   l\   flexion   finie   d'une  verge  circulaire 

SOUMISE    A    une    pression    NORMALE    UNIFORME. 

Supposons  que  la  verge  qui,  sous  l'influence  de  la  pression  nor- 
male p,  affecte  la  forme  Ao  A ,  ait,  à  l'état  naturel ,  la  forme  d'un  arc  de 
cercle  de  rayon  po(<"6  qui  comprend  le  cas  où  elle  aurait  été  d'abord 
rectiligne  en  supposant  p,,  =  2c  .) 

Désignons  par  pie  rayon  de  courbure  au  point  A  de  la  couibe  d'équi- 
libre, dans  sa  forme  finale.  Si  E  est  le  coefficient  d'élasticité  de  la  matière 
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(jui  loiiiic  1,1  \cii,'('  et  I  le  momoiil  (riiicrtie  de  sa  section  droitr  rclad- 
venionl  ,i  un  axe  |)ci|iiii(li(ulaiic  an  plan  de  la  figure  et  passant  par  le 
point  A,  <ni  a,  dapn-s  les  principrs  do  la  Résistance  et  aussi  ceux  de 
la  théorie  matliématiqnc  de  l'Klaslicitc  (en  écartant  le  cas  on  la  com- 
pression lonijitudinale  de  la  libre  moyenne  serait  comme  infinir  |)ai- 
rapport  aux  autres  forces  élasticpies    : 

(I)  Kl("   --^  l  =  M. 

\/  ■■'0/ 

Nous  avons  \  u  cpie 

(  V.)  M  -   '"^  =  M„  -  ^  =  C  =  const. 

l.a  ciinslanle  ('.  n'est  pas  iOi\t\in-  a  /irion ;  elle  est  a  d<  Icrminei-  par 
les  contlitions  du  proMiiiic 
On  tire  de  là 

I    t  C         pr- 

s  ~"  Z;  "^  El  "*~  ÏËÎ 
ou,  en  posant 

ij.  étant  une  autre  constante  indéterminée  rcmplicanl  (clii'  ,],■  ('..  il 
viendra 

Cl)  7  =  Tr]^'''  +  '^^' 

é(pialion  difléicntielle  du  second  ordre  (pi'il  s'agit  d'intégr»'r. 

Ua|)p(irlons  la  courbe  cherchée  à  un  axe  |)olaire  ()A„\  issu  Ai{ 
centre  des  forces  élaslitpu's  <'t  passant  par  le  point  arbitrairement 
choisi  An  à  partir  dutpiel  nous  ct)mptons  les  arcs  j.  Désignons  par  j 
l'angle  polaire  et  par  V  l'angle  (pu-  la  tangente  AT  prolongée  dan>  le 
sens  des  s  |K)sitils  lait  avec  le  ravon  \ei  leur  OA  :  alors  la  »()in'buii'. 
complée  connue  positive  l()rs(pie  la  (onrlie  pi'ésenti-  sa  coucaviti"  a 
lave  pdlanc,  sera 
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OU 

p  dr  cls         cls 

Mais  on  a 

d'où  enfin 

I  Tr  c^  >     •    T7         '   r//sin\' 

-  =  cosV-7 — h  -  sin  V  = -, 

p  dr  r  r        dr 

Donc  l'équation  tliflérentielle  de  la  courbe  est 

f;.  étant,  comme  il  a  été  dit,  une  constante  arbitraire  à  déterminer  pai 
les  conditions  du  problème. 
On  tire  de  là 

(^)  ^"^^  =;tiU  +  ir  + 

A  étant  une  nouvelle  constante, 


(5M  COSV  =  '^  =  ±^,-jfp(^+^-  +  ^y: 


qui  montre  que  r"-  s'obtient  en  fonction  de  l'arc  s  ]jar  une  quadrature 
elliptique 

(6)  »=    C" /'•'. 

en  remplaçant  la  lettre  70=  OA„  par  celle  b. 

D'ailleurs,  dé  l'écpiation  (5)  qui  donne  sinV  on  tire 

.    ,,  d(\  dd  dr         1   rfO  rf/* 

sui  V  =  r-j-  =  r- — j-  =--T--7- 

(Is  dr   ils         2  dr    ds 
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7rn       ^      ^ 


^-..,=*,,^^/4r.-|l(-.-^.A.) 


riii.  en  divisant  les  deux   tiicmln'os  par  r,  il  vient 
dr-  ~~  a  Eli  /,  9. 


-/'.'•-iL^CT-'-?-^)' 


<//  = 


qui  est  réqualion  même  de  la  eourbe  chcreliée  en  eoor  lonnees  po- 
laires.  Elle  n'exige,  comme  celle  (|ni  donne  l'arc,  qne  des  intégrations 
elliptiques. 

Il  reste  à  délerniiner  les  trois  constantes  A,  [}.,  b  par  les  conditnjns 
liarticulières  de  chaque  problème.  Une  fois  ces  constantes  connues,  li 
coinhe  de  flexion  l'est  elle-même,  par  suite  aussi  throrème  1  la  fon c 
élastique  F  dont  les  composantes  normales  et  tangentielles  à  la  courbe 
donnent  respectivement  l'effort  tranchant  et  la  compression  longitu- 
dinale de  la  (ihre  moyenne.  D'ailleurs,  la  constante  /j.  connue,  ou  en 
tléduit  par  la  formule  (3)  celle  C  qui  entre  dans  rcxf)ression  du  mo- 
ment (hchissant  :  celui-ci  sera  donc  également  déterminé. 

On  aiua  ainsi  tous  les  éléments  nêcessan-es  pour  cahuler.  d'après 
les  régies  habituelles,  l'aire  et  le  moment  d  inertie  de  la  section  de  la 
pièce,  de  laçon  qne  la  compression,  l'extension  et  l'elfort  tranchant 
maxinia  ne  dê|)assent  pas  les  limites  assignées  à  la  matière  tpie  Tou 
emploie. 


!>   III.        Application   \   r.v  srAiuLirÉ   o  i  n   asnkm:    hhmi;    kt   i.xi- 

FORMI-MEST    COMPRIMli    SUR     TOI    r    SON     P»>IRTOl  R. 

Supposons  (yïg-.  2 '(pie.  dans  son  elat  naturel,  la  libre  mo\  etuie  lorme 
nn  anneau  circulaire  ferme  de  i-a\on  donné/;,.  .Sons  l'influence  de  l.i 

Juurn.  ./<■  Math.  ,  .i'    scri.'  .  lonu'  \.  —    Ivnmib   iS^l  ' 
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pression  p  (jiic  je  suppose  agir  (1(>  l'exléripur  vers  riiitcrioiii-,  la  pu-oi- 
se  contractera  en  restant  circnlairc.  Si  l'on  (ait  une  section  dianielralc 
<|ii('lcon(|ne.  qu'on  appelle  §>'  l'aire  île  la  section  de  la  pièce  et  (pi'on 


désigne  })ar  R  la  compression  par  imité  de  surface  qu'on  ne  veut  pas 
d'passer,  on  devra  avoir,  d'api'ès  la  formule  liab.tuelle  qui  exprime 
ri'quilibi'e  du  demi-anneau  afh, 

d'où 

S.-     ^ 

Si  la  pression  s'exerçait  du  dedans  au  dehors,  cette  formule  suffirait  : 
mais  ici,  si  l'on  ne  donnait  à  la  pièce  que  la  section  ainsi  déternn'née, 
l'équilibre  serait  instable,  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  en  commençant, 
et  le  moindre  dérangement  pourrait  lui  faire  prendre  une  déformation 
très  grande.  Il  s'agit  de  déterminer  les  dimensions  à  adojjter  pour 
éviter  un  tel  accident.  Pour  cela  il  est  indispensable  d'étudier,  suivant 
la  théorie  qui  précède,  toutes  les  '^formations  Jïnies  susceptibles  de  se 
produire.  Ces  déformations  sont,  comme  nous  le  verrons,  en  nombre 
plus  ou  moins  grand,  suivant  les  dimensions  de  la  pièce;  plus  les 
dimensions  sont  faibles,  plus  le  nombre  des  déformations  distinctes 
qui  pourraient  se  produire  sera  gra  d.  Si,  au  contraire,  les  dimensions 
sont  suffisamment  grandes,  il  ne  pourra  s'en  produire  aucune  et 
l'équilibre  stable  sera  assuré.  Ce  sont  les  dimensions  assurant  cette  sta- 
bilité qu'il  s'agit  de  déterminer. 


phoblLmi;  di:  l  klastiqle.  nj 

Quelle  que  soit  la  section  ^,  la  pression  par  unité  de  surface  qui  st- 
produit  sous  l'influence  de  la  compression  uiiHorme  laissaiif  1 1  |)ié(e 
circulaire  sera 
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La  contrartiori  correspondante  sera 

!■:     S  ' 

E  t'tant  le  coefficient  d'élasticité  de  la  matière. 

Donc,  en  appelant  p„  1(>  rayon  de  la  circonférence  comprimée,  un 
aura 

P.  —  Po    __     ■     P?l 

d'où 
et 

C'est  cette  valeur  qu'on  adoptera  poin*  le  rayon   initial  (c'est-a-dire 
avant  toute  flexion)  delà  circonférence  comprimée;  elle  ilillere  du 

re^te  très  peu  de  cclie  lionnce  — • 

Admettons  maintenant  que.  par  une  circonstance  fortuite,  il  si- 
produise  une  flexion  finie.  1/equation  de  la  courbe  déformée  dans  son 
état  d'équilibre  final  sera  celle  (7),  et  la  longueur  v  d'une  partie  di- 
cette  courbe^  sera  fmu-nie  jiar  ré(|uation  [G].  Pour  (jue  ces  écjuatiuns 
(Iclcrruiiiciit  le  prolilrmc.  i!  faut  trouver  les  trois  constantes  arbi- 
traires A,  ,a,  h  (pii  y  entrent. 

Puisque  la  courb<'  clu-rciiée  est  fermée,  il  s'ensuit  cpie  le  rayon  vec- 
teur r  passe  au  moins  par  un  mininuun  et  au  moins  par  un  maxinnim. 
Les  maxinuun  et  mininuun  du  rayon  vecteur  répoinlent  aux  normales 
abaissées  du  ((ulre  des  forces  élasticpies  O  sur  la  courbe;  ce  sont 
donc  les  valeurs  de  r  |)our  lesquelles  cosV=o;  ce  sont  les  raciiu-s  de 
l'équation  obteiuie  eu  é^'alaut  à  zéro  la  quantité  sous  le  radical  t|ui 
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ciitit'  clans  l'ccuialioii  de  la  courbe,  soil  les  racii.cs  de  r('<|iiiiti()n 

Cette  équation  a  doue  iei  au  moins  deux  raeines  réelles. 

Nous  avons,  jusqu'à  présent,  laissé  la  direction  de  l'axe  po- 
laire OA„  [fig.  ij  arbitraire;  plaçons  cet  axe  suivant  la  direction  du 
plus  petit  de  tous  les  rayons  r,  en  sorte  que  b  désigne  ce  plus  petit 
rayon  et,  par  suite,  b  est  l'une  des  racines  de  l'équation  ci-dessus.  Dé- 
signons par  a  le  plus  grand  de  toTis  les  rayons,  en  sorte  que  a  sera 
une  aulre  racine,  et  l'on  aiu\i  deux  relations 

ipii  permettent  de  déterminer  les  constantes  indéterminées  A  et  ^j.  en 
fonctions  de  celles  a,  h,  et  de  n'avoir  plus  que  ces  deux  dernières  à  la 
place  des  trois  A,  [i.,  b  que  nous  avions  d'ajjord. 

Des  deux  équations  ci-dessiis  on  tire,  en  extrayant  la  racine  eai-rée 
des  deux  membres, 

n'  a/7-  ,  ,     alil 

—  4-  ^ h  A  =  ±  —  a, 

-t  2  l> 

h'         \i.  h-  .  .2  El  , 

-y-  -h  ' h  A  =  dz b. 

I  2  p 

Mais  les  signes  supérieurs  sont  seuls  admissibles.  En  effet,  soit  i/îg.  i] 
()Ao=  b  le  plus  petit  de  tous  les  rayons  vecteurs;  en  ce  point  la  tan- 
gente A„T„,  comptée  dans  le  sens  des  s  positifs  ou  de  la  flèclie,  fait, 

avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur,  un  angle  ToA„R„=-^>  en 

sorte  que,  pour  r       h,  on  a 

shiX  ^  H-  I  ; 

soit  OA,  =  a  le  plus  grand  de  tous  les  rayons  vecteurs;  je  dis  qu'on  a 


niissi  cil  ('<■  iioiiii 
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siiiV  =-f-  I  ; 


car,  pour  qu'on  oùt  siuV  ^  —  i ,  il  fautlrait  que,  connue  clans  \^Jig.  '5. 
l'angle  V  s'annulât  en  changeant  de  signe  pour  un  certain  rayon  \ec- 
tenrOaS:  mais  alors  la  couiiie  présenterait  ffjrténuMit  f|uelque  part  un 


lie-  '.. 


T.x 


point  tlonble,  ce  cjui,  dans  la  (piestion  plnsicpu-  qui  nous  uct  upe.  est 
impossible;  si  donc  V  s'annule  pour  tin  ravon  OstS,  il  faut  qu'il  s'an- 
nule une  seconde  fois  pour  un  autre  rayon  Oa'S  ,  comme  dans  la  //^.  |. 
de  façon  que,  pour  r  =^  a  aussi  bien  cpie  pour  r  =^  h,  on  ait 


■>ni  \ 


donc,  à  cause  de  ;  >),  les  premiers  mendjn.'s  des  équations  ci-dessus  et. 
par  snit<',  les  seconds  sont  positifs,  et  l'on  en  liif 

\  VA  a-  H-  h- 


A  = 


p{a  -h  b)  a 

■>.E\ah  a^f>' 


p(a  -t-  b) 
(r^—a-)(r'—b*) 


p(a  ■+■  b)^ 


22  MAURICE    LF.VY. 

D'ailleurs  les  équations  (G)  et  (7)  peuvent  s'écrire 


1:1 


/        /'\  K- 1-   „     /  /•'      û7^      Tv 


—  +  ^^^ H  A    clr- 

.4  2  ' 


l^e  polynôme  sous  le  radical  est  le  produit 

//•         \i.r-         .  iVA    \  I  r'         \i.r-         .         a  El    \ 

—    -7  + hAh r-+' t-A r] 

[{r-—n-)(r-  —  />-)  2EI       ,  .,  .H 

L  4  />{a^ù)^  '^  '\ 

[(r-—  a^-){r-—  b-)         2EI,  >,  , /] 

X    ^^ r H (r—  a)(r  —  b)\ 

Donc,  en  posant 

^  '^  '        i>{n+b)\}  '        p-(a  —  in-  ] 

=  r*+    — r-  —  (a-  ~  b')\r-  -j-\ab  -{ ; j- 

lp{a-hb)       *>  ^J  L  /'(«  +  *).! 

r,  8EI  a^'+b'V       8El{a-hb)         /  a' —  b' y 


Uei'^X  v/^ 


dr' 


r'-){r^--b'-)^ 
(9) 


'       ^  ^      r//,-.  /•-  v/(  a''  -  /•-  )  (  /'^  —  6M  v/R 
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C.oMimc  Ir  csl  le  iiiiniiiiiini  de  /-,  |)()iir  r^  =  h-,  on  aura 

c'est.  |)()iii-quoi  on  a  pris,  (l.ins  la  pirniirrc  (!fs  di-nx  (V|iiations,  les  radi- 
caux avec  le  signe  -+-  au  lieu  de  conserver  le  double  signe  de  It-cjua- 
tion  (G).  De  même,  pour  r^  =  h'^ ,  on  a 

,1,-- 

et  comme,  pourr'  =  Ir ,  la  quantité  hors  des  radicaux,  dans  l'expression 
de  2^,  est  positive,  on  doit  aussi,  dans  la  dernière,  prendre  les  radicaux 
avec  le  signe  -{- . 

T.e  carré  du  rayon  vecteur  est  une  fonction  périodicpie  de  5  dont  la 
[)éri()(le  est  le  donhle  de  l'intégrale  du  second  membre  prise  de  />'  à  a\ 
Pour  que  la  courbe  soit  fermée,  il  (aut  que  cette  période  soit  luie 
partie  aliciuote  de  2177,  soit  —,  n  désignant  un  entier. 

La  longueur  totale  de  la  courbe  est  27rpo,  c'est-à-dire  sensiblement 
égale  à   la  (  irconférence  de  l'anneau  comj)rimé  avant  la  flexion;  la 

longueur  correspondante  à  l'angle  —  représentant    la   période   sera 

'l<Jiic  ~~-  Donc  on  a,  pour  déterminer  les  deux  constantes  a  et  b,  les 
deux  ccjuations 

"         J,.:  /'v'cfl'— /•')(^'— r»)v'R 

Faisons 

/,  ,  \                                          ,        n'-i- 1>'        a' —  fi- 
II  .    r»  = 1 y. 

T.a  nouvelle  variable  ■»•  sera  purement  luunériipie  et  ( omprise  entre 
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—  I  et  +  I.  On  aura 

'ty.      on 

i ,,      \, !--/>-  8i-:i     M     ,si-:i(« -f- /n      .a-—h^\- 

De  plus,  aii\  deux  constantes  a  et  h,  substituons  les  suivantes  : 
.,,  a  —  b       ,.  8E1 


dont  la  première  est  évidemment  numérique  et,  de  plus,  comprise 
entre  o  et  i  puisque  iet  a  sont  positifs;  la  seconde  est  aussi  numérique, 
comme  on  le  déduit  aisément  de  l'homogénéité  de  l'équation  '  l  .  Po- 
sons enfin 

(i4^  R -=(a  4- //;'R', 

cl  les  équations  ,  loj  tle\iendront 


I  +  U-         UY\    , ;     777 


Clés  d(Hix  équations,  (pii  servent  à  déterminer  les  constantes  U  et  ;/, 
ont  ceci  de  remarquable  que  :  i"  la  seconde  ne  renferme  plus  aucun(> 
des  données  du  problème;  elle  fournit  entre  les  deux  constantes  U  it  ii 
une  relatiou  purement  numérique,  applical)le  à  tous  les  anneaux, 
(pidlVs  que  soient  leur  natur{>  et  leurs  dimensions.  Si  donc  on  voulait 
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ilrlrniiiiiciTfs  deux  coiistaiit.s,  on  |)oiirrait  coiistriiirc  une  Tabli-don- 
naiit  l  cil  fonction  de  ;/  |)oiir  les  diverses  valeurs  de  l'enliei-  n:  :>."  la 
première  érinalioii  ne  coiitieii'  plus  les  données  \..  I.  /;,  c,,  ,|ii,-  .,.•,,■  1,. 

1.1  '"II 

seul  lernic  (—  )  place  hors  dn  signe  d'intégration,  en  sorte  qn"<.n 

pourrait  anssi  eonstrnire  nne  Tahle  du  second  membre  de  cette  i  cpia- 
lioii,  a|)|)li(al)le  à  Ions  les  anneaux. 

Cela  elant,  ponr  que  le  radical  vÏTsoit  réel  pour  toutels  les  valeurs 
de  V  comprimes  entre  -  i  et  4-  i,  il  faut  et  il  suffit  que 

I 

Celte  condition  est  évideinmeni  suffisante;  elle  est  aussi  nécessaire: 

car.  si  l    <  —  '  on  a.  a  fortiori,  puisque  u  est  moindre  que  i,   L  <-; 

par  suite,  la  (pianlilé   l    ^-  "~  est  de  signes  contraires  pour  v  = -)-  i 

«'f  J  =  —  '  :  «l'""»-  le  |)reinier  terme  de  la  première  expression  ^i5) 
de  II'  s'annule  pour  une  cerlaiiK'  valeur  de  vel.  pour  cette  valeur,  le 
radical  ^  R' deviendrail  imaginaire. 

Soient  il',  et  U„  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  (pie  piii>>e  al- 
leindre  K' pour  les  valeurs  de  1- comprises  entre  -f- i  et  —  i. 

i.a  première  a  évidemment  lien  pour  v=  -f-  i. 

La  seconde  a  ii.'ii  pour  j=  -  i  si  le  terme  /  U  ^-  ^'  )'  ne  s'amuile 
pas,  c  est-à-dire  si  L'  >  ~;  dans  le  cas  contraire,  celte  pins  petite  va- 
leur a  lieu  pour  Vi  -\-  'IL  ~  o.  Ainsi 

et 

l  R;=  U'+  u  -  L"«     pour      l  >  -, 
1-9)  .  ' 

/r;,  =  U'-^'     pour     L<". 

Cela  pose,  occupons-nous  d'ahoid  de  la  première  des  e(pialions  ;  iti 

Jmtni.  ,U  M.uh.  (3'  ■..li,-,.  u„„i-   \.    -    J,,,„„   i^if^.  '( 
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si  l'on  pose,  pour  abréger, 

('ll(>  ileviont 

ely 


19  bis) 


On  lire  évideinnient  de  là 

dy 


Or  la  parenthèse  est  plus  grande  que  '  comme  on  le  xoit  en 

comparant  les  carrés  de  ces  deux  quantités.  Donc,  on  aura  a  fortion 


-A"^U'^> 


iA'^U^^>- 


A  ^  >  - 

vU-4-u 


ou 


(20)  /*^<;|^\/U^+U     % 

OU 

{20  bis)  h^  <7., 

en  posant 

(2o/fr>  Z=-!-\/u''+U'i 
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On  voit  que  Z  tst  infini  pour  U  =  o  et  pour  L  =  oo  ,  passe  par  un 

""""""" i'I"''  |i"ii'    r  =^  et  n'admet  pas  de  maximum,  de  sorte 

(juc,  si  l'on  représente  cette  cpiantife  par  l'ordonnée  d'une    courbe 
dont  l    est  l'abscisse,  cette  courbe  aura  la  forme  indicpiée  cinlessous. 


Il  résulte  de  la  que,  si  l'on  peut  établir  que  la  quantité  l  est  néces- 
sairement comprise  entre  deux  valeurs  déterminées  U^  et  U,  répon- 
dant à  {\vu\  valeurs  Z„  et  Z,  de  l'ordonnée  Z,  celle-ci  sera  nécessaire- 
ment comprise  entre  Z„  et  Z,.  (t.  par  suite,  h^  sera  inférieur  à  la  plus 

i;i;ni(lc  des  dcuv  valeurs  niitm'iiques  Z„  et  Z,. 

Il  icsle  donc,  pour  trouver  une  valeur  numérique  en  dessous   de 

laquelle  // '  doive  nécessairement  se  trouver  pour  que  la  flexion  ré- 
pondant A  l'cnlici'  ri  puisse  se  produire  : 

I"  A  dciciiniiicr  niic  limite  inférieure  l  „  et  luie  limite  su|)é- 
rieure  L,  dr  1a  ((inslanlc  in( oiinnc  l  : 

2"   A  porter  ces  dcn\  valeurs  dans  l'expicssion 


(21) 


-l/u^-l-U  ■^: 


V'   \  prendre  le  pins  j^rand  di's  résultats  de  ct's  d<-u\  substitutions, 

I 
et  ce  sera  l,i  une  linnte  supérieure  de  A';  cc  qui  revient  à  direcpie,  nojir 

(pi  il  puisse  V  av  oir  IIcmoii.  il  l.iiidra  (pu'  //  '  soit  compris  entre 


-  V/'l^! -+- U„^     et     i\Alî+U/. 
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on  h  compris  entre 


[21  bis\  \  et 


t',+  i      /      ,      I 

"     \         '1 

.l'observe  d'abord  qu'il  existe  iiécessairenieiit  deux  limites  eiilre  les- 
quelles se  trouve  eomprise  la  constante  U.  En  edet,  on  ne  peut  pas 
avoir  U  =  o,  autrement  tous  les  éléments  de  l'intégrale  qui  forme  le 
second  membre  de  la  seconde  équation  (iG)  seraient  négatifs,  et  cette 
équation  ne  pourrait  jias  avoir  lieu. 

On  ne  peut  pas  non  ])lus  avoir  U  =  =c  ,  car  la  |)rcmiére  i(j  ,  en  y 
remplaçant  R'  par  sa  \alciii\  donne 


J     v.-.>^y  ^'"  +  ('  +  ".'-)u  ^--(,-v')u  ^ 

ou.  (Ml  faisant  \  =  siiics, 


/  'v 


6fo 


/u'-+-(i  — (/..sin»)U    "^  — ^"U    ^'cos*-i 


Pour  U  =  30  ,  tous  les  éléments  de  l'intégrale  du  second  menil)re 
deviendraient  nuls,  et,  comme  h  est  fini,  l'érjuation  ne  poiurait  pas 
avoir  lieu. 

C.bercbons  d'abord  une  limite  iniérieure  l'„  de  \  .  I.a  seconde    i(J 
devient,  en  remplaçant  \\  par  sa  valeur  (i  ^), 


r 


+  «•    ,    "7 


+   ,)__(,_    yî) 
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Ajoutons  cl  i.-liaiK  lions  .111  cif»  licl  la  iinaiilili 


20 


1=  +  U 


H  vi< 


V 


U'H-U(«rH-i)-^' 


'-tC-/') 


Les  (l(ii\  inl('j;ial('s  ont  Ions  leurs  ('•lémoiits  positifs.  Si  donc  on  .sn|.- 
prime  le  Icniic --7-  i  —  v"  sons  cliaciin  des  deux  radicaux  on  dcnir.'. 
011  aiii;nienl<>  (  liacpie  clcnieni  de  la  prcinierc  inléi,'rale,  et.  par-  snile. 
on  an^nieiilc!  celte  inlej,M-ale  ellc-niciiie,  tandis  qu'on  diniirnie  la  se- 
conde; par  suite,  on  au-nienh;  le  second  nienihre  de  l'ccpiatifMi.  On  a 
donc 

.7,     (—7 — i--7-)v  •- v-v'U'-t-U(M.v-i-n 

ou 

•';"  ^     /        a_ 
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ou 

"i  ^  r  "  ' {uy+\)(Iy 

"  \  ,  ^  s    / -<      I  ^^^^+^' 

J   ^  (I  -+-«-+  2  (/,V)  V'i— J-l/   H-—J-. 

1  ous  les  ('■léineiils  (le  celte  intégraleétant  évidemment  positifs,  l'inéga- 
lité sera  remplie  a  fortiori  û  l'on  remplace  le  second  radical  |)ai-  sa  va- 
leur la  plus  petite,  cpii  est 

Ou  aura  donc 

"        ■  /,   ,    '  —  "./,     {i-^  ll--^-■.^"y)\'t  —  y- 
y  U 
ou 

■?ra     /         I  —  Il    ^  /         (ly  •>  \  /  (ly 

—  \/iH r— <  /  +   I— «-)/      ^ =^=- . 

"     V  *~  ,/     ,       V   1   —  .1"-  ,/_,       (l  -)-  "'-1-  '3".)l\   I  — .)- 

La  preiuién»  de  ces  deux  intégrales  est  égale  à  ttt.  D'autre  part,  ou  sait 
que 

lir 


(l'ou 

dy 


r 


{\  ^  u--^itiy)\\  —  y-         '       "" 
Par  suite,  l'inégalité  ci-dessus  devient 


I      /         I  —  »    ^ 


\/'  +  -4r<"' 

C.oinine  ou  ne  peut  pas  avoir  T  =  te  .  on  lire  de  cette  iuégalité  celte 
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|ir('iiii('Ti'  fonsi'qiiciicc  iiiinoi  tiiiitc  ; 

Ainsi,  l'entier  n  ne  peut  pas  être  égal  à  i  ;  //  ne  peut  être  que  ->,  3,  i 

On  tii<'  (l'ailIcmN  Ac^  la  inèmc  iiK'^alité 


l    >V^ 


dette  illégalité  ne  siilïiiait  pas  à  loiiniir  une  Iniute  inleiienre  l  „  di- 
\.j,  puisciiie  la  (]iianlitr  ii  (|iii  <nli'e  dans  le  second  niemltie  n'est  |),is 
connue. 

ÎNIais  iioiisaMJiis  encnic  l'inégalitt?  (ly) 

-I 

(les  deiiv  inégalités  n  unies  fournissent  la  limite  cherchée. 

En  effet,  si  l'on  r<|)iesenle  les  seconds  membres  de  ces  inégalités  |)ar 
(les  ordonnées,  en  |)renaiil  // pour  abscisse,  nous  aurons    fig.  G)  un  arc 


de  parabole  AI',  pour  représenter  la  fonction    ,   et  une  droite  (  1)  cou- 

I 

pant  l'axtî  des  abscisses  au  point  ii  ~  i    poui-  rejircsentcM'  la   cpianlite 

— , Soit  I   le  iioinl  d'inlerseclion  tic  celle  droite  it  de   la  parabole: 

quel  (pie  soi!  (/,  l    di\  la  l'tre  supérieur  à  l'ordoiinéc  correspondanle  de 
la  ligne  brisée  Cl  11.  Donc,  l    es!  siip(  rieui'  à  l'ordonnée  nnnim.i  de  i  elle 
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ligne,  c'esl-à-dire  à  rordoniH'c  du   point    I     l,;(l)s(issr   du    [iniiil  I  est 
fournie  p.ar  l'équalioii 


[\  n-  —  I 

OU 

n"  —  1  )  ir  -\-  '\it  —  1  =  o 

(iiii  iulmct  dcu\  riiciiies  de  signes  cunti'aires  ;  la  laiine  posilivc,  é\  idcin- 
nienl  senU'  admissilile,  est 


—  —  3  +  v4  -<-^i(^'  — O 


1, Ordonnée  correspondante  est 


Ainsi  on  esl  assuré  (jne 

et  nous  pouNons  prendre  ixiui'  la   Innite  ndéneui'e  l  ^  fpie  nous  elier- 
dioiis 

Il  reste  à  trouver  une  limite  supérieure  L^,  de  U.  Poui'  cela,  je  dis- 
lingue  deu\  eas,  suivant  que  les  éléments  de  l'iulégrale  (pii  forme  li; 
second  niend)re  de  réquation  (22)  sont  ou  non  tous  posilils. 

I.e  d(Mionunateur  de  la  fraction  qui  entre  sous  le  signe  d"inlégration 
étant  (>ssentiellement  positif,  il  faut,  j)oiu'  qu'd  puisse  v  avoir  ties  élé- 
ments négatifs,  que  le  niunéi'ateui'  puisse  devenu-  négatif  pour  (cr- 
taiues  valeurs  de  v.  Or,  pour  t  =  ±  i,  ce  uuuk  râleur  a  pour  valeurs 
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\all•l|l•^  l'iiiirci  l'antre  positives.  Doue,  pour  (|iie  le  miiiKi-iteiir  |)uisse 
il(\eiiir  iR'i;alir,  il  laiit  (|ue  l'équation 

, ,  I  H-  //  V  "' , 

u^---^(..-rj  =  " 

ail  ses  deux  ratines  :  i"  réelles;  ?,"  comprises  l'une  et  l'aulif  tiitre  —  i 
l't  -^-  I .  Clés  racines  sont 


Y—  î — . 


l'iinr  ijn'elles  soient  réelles,   il  laul  cpie 

U-  —  2  U  M-  «-  >  o, 
ce  ipn  exi^o  que  l'on  ait,  soit 

I        U  >  I  H-  \  I  —  «-■ , 

(a)  s<jil 


U  <  i  —  V  I  —  "'  • 

i'oui-  qu'elles  soient  toutes  (Jeux  eonijiriscs  entre  —  i  el  -r  i ,  il  laul  ipn 
la  plus  grande  des  deux  (-n  valeur  absolue  soit  moindre  (pie  i  .  ce  (pi 
(îxige  que 

(  1^5  )  U  -+-  s/Tp-~2{]-h  U^  <  M 

Cl,  à  plus  (oi'le  laisoii, 

r  •<  M      on      II  —  U  ^"   o: 
puis 

y  L  -  —  u  l   +  ir  <,  u  —  V- 
ou 

^/_U)'^^2Q(V-a)<«       U. 

ipii  est  sati>.iaile  d  i-lle-iii("'me. 

J.;,r,i.,lr  M.ilh.     -.'  s.Ti.-  ,  l.iiiif  X.  -    .I.^^M1H   iS>î.  -^ 
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Ainsi  il  faut  ot  il  suffît,  pour  que  {^)  soit  satisfail,  que 

U<«. 

Par  suite,  U     '  i,  re  qui  ludique  que  la  première  (a)  ne  peut  pas  avoir 
lieu.  Doue 


On  vérifie  da illeurs  taeilement  que 


M  >  I  —  V  I  ^  «- . 

Donc  lavant-dernière  inégalité  entraine  celle  U  <^  m  et  exprime,  à  elle 
seule,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  dont 
nous  nous  occupons  comprenne  des  éléments  négatifs.  Elle  entraîne 
comme  conséquence  U  <  i,  de  sorte  que,  s'il  y  a  réellement  des  élé- 
ments négatifs,  nous  pourrons  j^rendre  pour  la  limite  supérieure  de  U 
que  nous  cherchons 

Admettons  donc  qu'il  n'y  ait  pas  d'éléments  négatifs.  Alors,  si  nous 
remplaçons  le  radical  y/R'  par  la  plus  grande  valeur  qu'il  puisse  prendre, 
nous  diminuerons  tous  les  éléments  de  l'intégrale,  et,  comme  ils  sont, 
par  hypothèse,  tous  positifs,  nous  diminuerons  l'intégrale  elle-même. 
Cette  plus  grande  valeur,  en  verlu  de  (r8),  est 


s/U^+U(i 
Donc,  nous  aurons  l'inégalité 


.        f 

v/U--i-lI(n-«)    / 


'[2U(hv-h)  — «-(i-r-)]cf;r 


J_,  (H-M--h2M7)^I— 7^ 
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Celte  intégrale  peut  s'éciirc  en  ellcf  tuant  la  ilivision  tin  numérateur 
par  la  partie  rationnelle  du  dénominateur 

J     ,      y/i—  k'-L-<  V  4        /  H-H--i-2MJ  J 

e'-gale,  eomme  on  le  voit  faeilemenl,  à 


Ainsi 

et  a  fortiori 

et  a  fortiori 


-v'U-+U(i+«;-U  +  -^  >o, 
-v/U--l-2U>U  -7- 

-(u  +  i!>u-;;- 


«  +  4     ' 

Donc,  en  résumé,  nous  pouvons  prendre   pour   limite  su]u'rieure  le 
plus  grand  des  deux  nombres 

On  voit  cpic,  pour  n  =  2,  c'est  U,  =  ?  qu  il  fautlia  prendre,  et  pour 
«  >  2  ce  serait  U,  =  i . 

Nous  avons  dailleurs  trouvé,  j>our  limite  inférieure. 


U.= 


(«-+-')' 


(.(■la  posé,  iu)us  avons  \u  (pie,  pour  (pie  la  flexion  icpondant  ,t  une 
(leur  de  l'entier  n  soit  possible,  il  laut  (|ue  //  soit  (innpris  entre  les 
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deux  liini'os  (21  bis),  savoir 


u„4-i  / — r 


et 


V 


Et,  au  contraire,  pour  qu'elle  ne  soit  pas  possible,  il  suffil  de  prendre  /( 
plus  grand  que  chacun  de  ces  deux  nombres,  c'est-à-dire  plus  grand 
que  le  plus  grand  des  deux;  et,  pour  qu'aucune  flexion  ne  puisse  se 
produire,  il  suffit  que  h  soit  supérieur  à  chacun  de  ces  deux  nombres. 
quel  que  soit  n. 
Or  le  premier  est 


i  -h  {n  -hi) 


n^ ( n  -t-  I  ) 


f  vi  +  l^  +  i')'- 


On  voit  que  cette  quantité  décroît  quand  n  croît;  sa  plus  grande  va- 
leur a  donc  lieu  pour  n  =  2,  et  elle  est  moindre  que  ^. 
Le  second,  i"  si  l'on  v  fait  IJ,  =  i,  donne 


qui  décroit  aussi  quand  n  croît.   Sa  plus  grantle  \aleiu'  repond  donc  à 
«  r=  2,  et  elle  est  beaucoup  moindre  que  \;  2°  si  l'on  y  substitue 

il  vient 


5/î  /   bit 

4  (  /i  —  1  )  «'  V  /i  +  4  ' 


On  voit  qu'elle  décroît  aussi  quand  n  croît  et  (|iie  sa  valeur  la  |)his 
grande,  répondant  à  «  =  2,  est  elle-même  un  peu  inférieur(>  ù  \. 
Donc,  en  prenant 

ou 

(25)  '^>^, 
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on  osl  assuré  qu'aiiciiiie  flexion  ne  pourra  m-  produire  <t  le  prohlenK- 
ciiie  nous  nous  sonunes  posé  est  ainsi  résolu. 

Il  est  à  remarquer  toutefois  tpie,  d'après  la  marche  suivie,  il  n'\  a 
aucune  raison  pour  que  le  cliiffrc  l  soit  la  limite  inférieure  la  |)lus  |»etile 
possible.  En  d'autres  termes,  il  est  établi  par  <e  qui  précède  qu'il  suffit 
d'avoir  h  >  ,'  pour  être  assuré  de  l'impossibilité  d'une  flexion;  mais  il 
se  peut,  cl  il  est  même  certain,  que  des  valeurs  plus  faibles  de  /i  pour- 
raient être  admises  sans  dan^'er.  Il  est  intéressant,  tout  au  moins,  de 
rechercher  jusqu'oïl  jiourraieni  aller  ces  valeurs.  Or,  si,  dans  les  écpia- 
tions  (iG)  et  (22),  on  fait  //  o.  les  (juadratures  s'effeetu<'nt  la<ile- 
nieiit,  et  l'on  trouve 

/(- —  I 
.Soit,  |)our  n  =  2, 

>^  =  i  =  ^ 

Donc,  pour  une  valeur  infiniment  |)etite  de  u,  on  voit  que  /<  pourra 
s'approcher  autant  qu'on  le  voudra  de  J.  Or,  nous  avons  posé 

_  ^-^ 
a  -h  h' 

a  étant  le  ravon  vecteur  maximum,  et  />  le  ra\(iM  xeiteur  minnnuMi 
après  la  déformation.  Donc,  siq)|)oser  m  infiniment  petit,  c'est  su|i|)<>Mr 
(pie  CCS  deux  ravons  et,  par  suite,  aussi  tous  les  rayons  intermédiaires 
sont  très  j)eu  dilTén'iits  les  uns  des  autres;  c'est  donc  supposer  uni- 
déformation  ties  faible  de  l'anneau  circulaire.  Ainsi,  pour  une  defor- 
m.ilion  suffisamment  |)elile.  /i  pourra  s'approcher  autant  qu'on  le 
vomira  de  l,  et.  par  suite.  |)()ur  (pi'une  deform.ition  infiniment  petite 
ne  puisse  pas  se  produire.  //  devra  être  supérieur  à  ,]  D'où  je  conclus 
(pie  la  limite  de  ^  (pie  nous  avons  tromée  ne  peut  pas  diflcM-er  de  la 
limite  la  plus  faible  |)ossible,  de  plus  de  ;.  Au  point  de  vue  prali(pie.  il 
n'y  a  pas  d'inconvénient  à  iirendi  e  //  un  peu  trop  lort  ;  au  |>oint  de  \  iie 
théoricpie,  il  est  présumable  (pie  la  limite  la  |)lus  faible  pos>ible  e>.t 
celle  qui  répond  1  la  déformation  infiniment  petite,  c'est-à-dire  5  =  7. 
parce  (pie.  si  l'on  a  donné  a  un  :mneau  une  forme  telle  qu'il  ne  puisse 
pas  se  déformer  iiiliiiiiiniit  p.ii.  il  est  e.rtr/>mfmenl  pmhdblc  (\\i'a  /nr- 


3H 
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tiori  il  ne  pourra  pas  prendre  une  tlél'orniation  finie.  Toutefois,  si  cette 
in-ésoniption  est  exacte,  elle  doit  pouvoir  se  déduire  rigoureusement 
des  équations  (i())  qui  définissent  U  et  u,  et  c'est  ce  à  quoi  je  n'ai  pas 
réussi.  La  question  mériterait  donc,  au  point  de  vue  théorique,  d'être 
complétée  en  ce  sens. 


1^  IV.   —  Dimensions  adonner  a  un  tuyau   ouvert  aux   deux  bouts 

POUlt     ÉVITER    qu'il   s" APLATISSE  SOUS    UNE    PRESSION    EXTÉRIEURE. 

Comme  application,  supposons  un  nnuichon  cylindrique  de  fadjlc 
épaisseur  s,  compris  entre  deux  cvlindres  concentriques  et  soumis  à  une 
pression  normale  uniforme  de  l'extérieur  vers  l'intérieur.  Admettons 

Fig.  7- 


(|ue  le  manchon  soit  assez  long  |)our  qu'on  puisse  le  supposer  ouvert 
à  ses  deux  extrémités.  .Son  raymi  moyeu  étant  c,.  il  s'agit  de  calculer 
son  épaisseur. 

Il  suffit  de  considérer  une  longueur  de  i"'. 

.Si  le  manchon  reste  circulaire,  que  P  .soit  la  pression  totale  exercée 
dans  chacune  des  deux  parties  AB  et  C.D  d'une  section  diamétrale, 
l'équilibre  de  la  moitié  du  manchon  donne  la  formule  connue 

2P  =  2/)p, 
ou 

Si  l'on  veut  que  la  pression  élastique  par  unité  de  surface  ne  dépasse 
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pas  K  kilograiiinifs,  011  dcnra  a\oir 

P5Ke 
ou 

D'où 

Mais  la  valeur  de  i  ainsi  f)i)tt'iine  pourrait  ne  fournir  qu'un  équi- 
lii)re  instai)le,  et  il  faut  y  adjoindre  en  ne^diijeant  la  différenre  très 
faible  p,  —  s„)  notre  formule 

PP]     9 

I.e  moment  d'inertie  I  d'une  section  CI)  relativement  a  son  mdien. 
c'est  le  moment  d'inertie  d'un  reetaiii^le  tle  liaiileur  1  et  di-  loiiyneur  1  : 
il  est 

1  =  -, 
12 

d'où 

Es'  ^  48  >  16 

PPÎ  "  9  "  3  ' 

On  devra  prendre  pour—  la  plus  grande  des  valeurs  fourmes  |)ar  les 
deux  inégalités  (a)  et  [b]. 

Pour  (|ue  la  formule  hahilnelle  a  snUlse.  d  faut  cpie  ee  soit  elle  qui 
donne  le  plus  grand  résultat,  d  1  lul  doui-  cpie 

K» 


^    7i6K 

p>V-m 
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Supposons  qu'il  s'agisse  (ruii  c\liu(li('  en  A>r  et  que  la  pression  K 
(pion  \vu\  adopter  soit  de  5'^*-'  par  millimètre  carré,  soit,  en  prenant  le 
mclic  pour  unité. 

K  =  j  X  I  o" . 
l'rcnons 

i:  =  2  X  [o'°  ; 

pour  le  eoelficient  d'élasticité  du  fi'r.  ou  ain"a 

.   4x10^ 

P>  — JW-' 
soil  />  >  i()'"",  '|. 

Ainsi,  pour  une  |  ression  inférieure  à  iG""",.'!.  l'épaisseur  fournie 
par  la  foriiiule  habituelle  serait  insuffisante;  ce  n'est  que  poiu"  des 
pressions  supérieures  qu'elle  |)ourrait  être  employée;  mais,  pour  des 
pressions  aussi  fortes,  il  sera  mieux  d'employer  la  formule  exacte  (jue 
I^amé  a  déduite  des  équations  de  lélasticité,  à  savoir 


K 


(lui  se  réduit  à  n'Ilc    n    si  l'on  néoliije  au  numérateur-  devant  :,. 

I  \      -  on  2  ' 

Ainsi,  \\  conviendra  d'emplover  soit  la  formule  indicpiée  dans  le  pré- 
sent iMémoire,  soit  celle  de  i  amé.  toutes  les  fois  qu'il  s'agira  de  chau- 
dières ou  autres  machines  cylindriques  pressées  de  l'extérieur  vers  l'in- 
térieur. 

S'il  s'agit  il  un  anneau  circulaire  tle  section  transversale  cpielconque 
(symétrique  par  rap[)orl  au  plan  du  cercle),  en  désignant  (  ar  ^"  l'aire  de 
cette  section,  et  I  son  moment  d'inertie,  la  formule  habituelle  donnera 

ou 
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et  tlétcniiiiu-ra  la  sfrtion  5"'.  <"'  notre  formiilc 

P?",  ^  9 

ilclcrniiiicra  (Misuitc  son  luonicnt  d'inertie.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  fnr- 
ninle  li.ihitiielle  est  toujours  insuffisante  et  doit  être  employée  concur- 
rennuenl  avec  la  nr>uvelle  formidc  cjue  nous  indi(|uons. 

Il  existe  peu  d'expériences  permettant  de  contrôler  cette  théorie; 
des  expériences  ont  été  faites  par  MM.  Love,  Fairbairn,  Unwin  sur  des 
tuyaux  fermés  aux  deux  bouts,  et  M.  Unwin  {Éléments de  construction, 
traduction  de  M.  liocquet.  r.autliier-Villars.  tS.Sa,  p.  -G  dit.  au  sujet 
des  tuvaux  ouverts  ou  assez  longs  pour  pouvoir  être  ie2;ar(les  comme 
tels  : 

«  Quand  la  loM',Micur  excède  '\^(l-[d=  23,,  diamètre  du  luvau),  la 
résistance  devient  probablement  indé|)endante  de  la  ion^^ueur.  La  résis- 
tance devrait  donc  être  calculée  comme  si  la  longueur  n'était  que  de 
'\'\(P  .\insi,  pour  des  tubes  avec  joints  en  long  et  en  travers  qui  dépas- 
sent cette  limite  de  longueur,  nous  tirons  de  l'écpiation  (3' 

Ici,  c'est  le  centimètre  et  le  kilogramme  qui  sont  pris  pour  unité.  Je 
reproche  à  celte  fornnde  de  ne  pas  pouvoir  devenir  homogeiu'  même 
si  l'on  rétablit  le  coefficient  d'élasticité  E  à  la  place  du  coefficient  nu- 
méri(|ue  du  second  membre.  D'autre  part,  cette  longueur  de  ^^d-,  a 
partir  de  lai|M(lle  on  suppose  (pie  l'épaisseur  à  donner  tievient  indé- 
pendante de  la  longueur,  .semble  un  peu  arbitraire.   .M.i  formule  a\(c 


(  '  )  .le  siib>titiie  mes  notations  à  celles  de  railleur.  L'c(|iinti<>ii  1  S  1  duiit  il  iiiirle 
est  \,\  loriniili'  ciiiidiiiiiie  suivante  : 

/  liant  la  longueur  du  luyau  supposé  fermé  aii\  deii\  iioiit?. 

Jauni,  de  Math.  (3»  »iTic\  l.  X.  —  F^.vhier  iSSJ.  () 
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Ii's  mêmes  unités  doimcrait 

p 5  ^^  X  2  X  lo" 

<  3oo  000 
(26)  P---^- 

Kii  rcmplaraiU,  dans  la  formule  de  M.  Unwin,  le  nomljrc  K^-'^Yi 
par  200  000,  on  voit  que  cette  formule  coïncide  avec  la  nôtre,  quels  que 
soient  la  pression/)  et  le  diamètre  du  tuyau  ;  pour  l'épaisseur  e  exprimée 
en  centimètres,  par 


l'our  d'autres  valeurs  de  s,  elles  différeraient;  mais  nous  pensons  que 
notre  formule  théorique  mérite  plus  de  confiance  qu'une  formule  em- 
pirique et  non  homogène,  qui  ne  résulte  d'ailleurs  pas  d'expériences 
directes. 

Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que,  si  l'on  parvient  à  démontrer 
rigoureusement  que,  dans  l'inégalité  (aS),  il  est  permis  de  remplacer^ 
par  f  ^  ^,  suivant  la  remarque  de  la  page  3^,  on  devra  adopter  ce 
dernier  chiffre  dans  les  applications. 
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Théorie  des  actions  élcctrodyiiamiques  les  plus  "énéralcs 

qui  puissent  être  observées  ('); 

I»AK    31.    Paul    LE    CORDIER, 

Diicleiir  es  Sciences  n)allieiualii|iii-.. 


§  F.  —   Iatrodiction. 

I .  l.c  pivscuL  .Mémoire  a  pour  objet  d'établir,  avec  plus  de  rigueur 
(|u'()n  lie  l'a  fait  jusqu'ici,  les  formules  découvertes  par  Ampère  et 
représentant  l'action  éiectrodynaniique  la  plus  générale  que  Ion 
puisse  observer  sur  un  élément  linéaire  de  courant  fixe,  d'intensité 
conslanle,  et  ne  faisant  pas  partie  du  système  agissant.  Celui-ci  pourra 
comprendre  des  courauts  fermés,  des  aimants  et  le  magnétisme  tei-- 
restre. 

'1.  I.ii  creanl  Ihicclrods  n.miKpu',  AMi|)ere  a  résolu  un  prol.Icm.- 
plus  général,  celui  de  laction  mutuelle  de  deux  éléments  d.- courants 
hnéaires;  puis,  C.rassmanu  et  M.  Heynard  en  ont  |)r()pose  une  solu- 
tion dillérente.  Le  désaccord  disparait  (piand  on  calcule  la  résidtante 
des  actions  de  tous  les  éléments  d'un  conlour  ferme  sur  ini  élément 
decouraut;  mais  les  doiuiées  seules  de  rexperiencc  peuvent  le  faire 
•  lisparallre  iiidé|)eii(l,iiiniicnl  de  loule  li\potlieM'  :  je  n'en  coiinnis  pas 


{')  MrnKiiii'  luvs.'Mlf  il  IVcM.l.iiiic  ,1,'s  Siioiues  lo  a.»  jnn\i,T  i883. 


4/l  LE   conniER. 

(le  déinonstniliou  plus  aiuieiine  que  celle  que  j'ai  donnée  en  187/j,  et 
(|ue  je  reproduis  dans  ce  Mémoire.  M.  Maurice  Lévy  a  déduit  ce  ré- 
sultat d'un  autre  beaucoup  plus  général  en  1881,  mais  en  réduisant 
le  système  agissant  à  un  courant  fermé  linéaire.  Ma  démonstration 
s'étend  au  cas  où  ce  svstéme  peut  renfermer  aussi  des  courants  fermés 
à  trois  dimensions,  des  aimants  et  le  magnétisme  terrestre. 

3.  Deux  méthodes  sont  successivement  employées  :  la  première  re- 
pose, comme  celle  d'Ampère,  sur  les  cas  d'équilibre  les  plus  simples, 
et  la  seconde  sur  des  données  expérimentales  incontestables  :  Weber 
a  vérifié,  en  effet,  avec  beaucoup  de  précision,  que  les  actions  mu- 
tuelles de  deux  courants  fermés  linéaires  sont  celles  qu'Ampère  a  lail 
connaître.  Des  vérifications  ultcrienres  ont  prouvé  que  les  actions 
dun  aimant  et  du  magnétisme  terrestre  sur  un  courant  fermé  sont 
aussi  celles  qui  résultent  des  formules  d'Ampère.  Cela  posé,  la  seconde 
méthode  exige  uniquement  cpie  l'on  admette  que  l'action  cherchée 
se  réduit,  comme  la  première  le  démontre,  à  une  force  unique,  appli- 
quée à  l'élément  rpii  la  reçoit.  La  seconde  est  actuellement  la  meil- 
leure au  point  de  vue  de  la  certitude  des  données  expérimentales: 
mais  la  première  sera  préférable,  quand  deux  anciennes  expériences 
auront  été  refaites  avec  toute  la  jirécision  désirable  :  elle  établira 
les  mêmes  formules  avec  la  même  rigueur  et  plus  de  généralité. 

4.  L'action  est  calculée  en  fonction  explicite  du  potentiel  du  svs- 
téme agissant,  potentiel  dont  l'existence  e.st  démontrée  dans  tous  les 
cas,  mais  dont  la  forme  n'est  trouvée  que  dans  celui  011  le  système 
se  réduit  à  un  courant  fermé  linéaire. 

5.  Le  calcid  des  pof(Mitiels  il'un  aimant  t^t  du  magnétisme  t(>rr(^stre 
sera  fait  dans  un  autre  Mémoire,  et  identifiera  ces  potentiels  avec  ceux 
qui  représentent  les  actions  de  l'aimant  et  du  magnétisme  terrestre  siu' 
un  autre  aimant  :  d'où  résultera  la  possibilité,  admise  jusqu'ici  sans 
démonstration,  et  quelquefois  contestée,  de  réduire  à  un  seul  svstéme 
d'unités  absolues  toutes  les  actions  observables  entre  les  courants,  les 
aimants  et  le  magnétisme  terrestre. 

6.  Les  axes  étant  supposés  fixes,  ainsi  rpie  la  ligne  fc^i'UK  e  et  rigide 
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diiii  couraiil,  le  potciilicl  do  celui-ci  est  une  fonction  ptiiodique  d<s 
coordonnées,  c'est-;i-(liic  |)(iil  se  décomposer  en  deux  |)ai  lies  :  l'une 
l)ien  définie,  intininienl  petite  à  l'infini,  et  idt  ntirpie  a\ec  le  potentiel 
d'un  sxstème  fictif,  fpi'on  appelle  un  fcuitlel  magnétique;  lautre 
±[^mn\',  dans  laquelle  I'  dcsifjne  l'intensité  du  courant,  et  m  un 
nombre  entier.  Cette  périodicité  n  suite  de  la  loi  d'OErstedt,  en  vertu 
de  lafpiclle  un  courant  exerce  sur  le  pôle  nord  d'un  solénoïde  il  fau- 
drait dire  d'un  aimant,  s'il  en  était  question  dans  ce  Mémoire  luie 
lor(('  ('ont  le  travail  est  toujours  positif,  quand  le  pôle  se  déplace  \ers 
Il  gauche  tlu  (  ourant.  Ainsi  un  courant  electri(pie  permanent  p<Mit 
entretenir  un  travail  |)ei pétiiel  ;  propriété  oui  prouve  jiar  elle-ménie. 
comme  on  lésait  d'ailleurs,  que  l'entretien  il  un  tel  courant  exige  alors 
un  certain  travail  perpétuel. 

7.  On  obtient  une  autre  propriété  importante  de  la  n\èmQ  force  di- 
rectrice d'Ampère,  en  la  i oiisidérant  connue  la  \itesse  d'iui  lluide 
fictif  :  elle  satisfait  à  1  équation  différentielle  expiiniant  ipie  ce  fluide 
est  incom|)ressil)le,  et  par  suite  définit  ce  qu'on  appelle  \vjlu.i'  de  force 
envo\c,  pai'  Ir  s\>Uiiie  :it;issaMt,  sur  la  lace  n  gative  du  feuillet  ma- 
guéti(|iie  t  <pii\aleiit  à  un  couiant  linéaire  fermé.  Lorsque  l'intensité 
de  i'elui-(  i  demeure  égale  à  l'unité  et  ipic  le  système  agissant  est  fixe  cl 
permanent,  on  sait  ipie  la  variation  de  ce  fluxex[)rime  le  travail  virtuel 
des  actions  qui  solliciteraient  la  ligne  du  courant,  su|)posée  mobile,  si 
elles  conservaient,  dans  cliaque  position  siunes>ive,  les  valeurs  qu'on 
V  observe  au  repos.  \/.\  réalité  de  cette  In  pothése,  ne  pouvant  être  de- 
niontne  dans  ceMémoiic,  le  sera  dans  un  autre  sur  1  uiductidii. 

H.  Deux  li\  |iolliés<'s  soûl  aujourd  Inii  en  pr<  seuce  dans  la  théorie 
des  forces  physiques,  et  eu  |)irticulier  de  llilectrodv  nainique  :  celle 
des  actions  directes  à  ibslance  et  celle  d'un  milieu  coiiliiui  ipii  les  pro- 
page. Ani|)ere  a  adopte  la  première,  et  .M.  Rc\naril  la  .seconde  :  de  la 
vient  le  désaccord  de  leurs  lornuiles élémentaires.  Mai.s,  poiu'  la  ques- 
tion restreinte  (|iii  lait  l'objel  de  ce  .Mi  moire,  ou  n'a  jamais  propose 
d'antre  soiiilion  (pie  celle  dXmpere.  l.'esl  pounpioi  il  convient  de 
n'admettre,  nuire  les  données  de  l'expérience,  ipie  des  princi|  es  qui 
resiilleiit  (h;   la   première  h\|)otliese.   et  aussi  de  la    set-onde.  Comme 
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1  une  ou  1  aulic  est  nécessairemcMit  vraie,  lexactitude  tles  résultats 
sera  subordonnée  uniquement  à  celle  des  observations. 

9.  Voici  les  résultais  des  deux  expériences  qu'il  faudrait  refaire 
pour  démontrer,  dans  toute  leur  généralité,  les  principes  invoqués 
dans  la  première  méthode. 

10.  L'action  d'un  système  fixe  et  permanent,  susceptible  de  com- 
prendre «les  courants  fermés,  des  aimants  et  le  magnétisme  teii'cstre, 
ne  peut  faire  tourner  un  arc  circulaire  de  rliéo|)liore,  mobile  dans  son 
plan  autour  de  son  centre. 

11.  Elle  ne  peut  faire  tourner  autour  de  son  axe  de  révolution  un 
iil  cylindrique,  parcouru  longiludinalement  par  un  courant. 

La  détermination  de  l'action  du  système  sur  un  élément  de  courant 
LBC  [fig-  I  ),  d'intensité  I  et  de  longueur  BC,  est  un  problème  à  six  in- 


connues :  cette  action  étant  réductible  à  une  force  appliquée  en  B  et  à 
un  couple,  soient  X.  Y,  Z  les  comi)osantes  de  la  force,  et  L,  AL  N 
celles  du  couple,  quand  on  prend  B  pour  origine,  et  la  tangente  BD 
pour  axe  des  x.  Il  résulte  des  équilibres  w^^  10  et  1 1  que  les  six  incon- 
nues se  réduisent  à  deux  Y  etZ,  c'est-à-dire  que  les  quatre  autres  sont 
nulles.  Voici  comment  cette  réduction  peut  se  faire,  en  apportant  dans 
la  démonstration  que  j'en  ai  doimée  en  iH^'j  une  simplification  cjue 
M.  Maurice  Lévy  a  bien  \(iidu  indi([uei"  dans  son  Cours  du  Collège  de 
France. 

L'action  du  svstème,  ne  pouvant  faire  tourner  autour  de  son  axe  de 
ré\olution  OTI    fig.   i)  l'arc  circulaire  Mi  d'Ampère,  quelle  (pfen  soit 
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la  longueur,  ne  peut  faire  tourner  AC,  ni  l'élément  BC,  ni  l'élément 
rectiligne  Bl)  <le  la  tangente  en  B,  qui  peut  être  [).ireillement  substitué 
a  tout  arc  infiniment  petit  tangent  en  B,  quels  qu'en  soient  le  plan  et  le 
rayon.  Donc  le  système  ne  peut  faire  tourner  l'élément  de  courant 
I.BD  autour  d'aucun  axe  OH,  situé  dans  le  plan  qui  lui  est  perpendi- 
culaire au  point  B,  et  ne  |)assant  pas  par  ce  point:  mais  la  continuité 
écarte  cette  restriction;  et  l'action,  nécessairement  réductible;!  une  force 
appliquée  en  B  et  à  un  couple,  doit  avoir  un  moment  nul  par  rapport 
à  cet  axe  :  ce  qui  démontre,  ([uand  l'axe  passe  par  B,  que  le  couple 
est  dans  le  plan  normal,  et  quand  il  n'y  passe  pas,  que  la  force  est  dans 
ce  même  plan.  L'équilibre  (11^  démontre  ensuite  que  le  couple  est  nul. 

>!i  il.  —  Actions  sur  in  iLi.i'.mlnt  pe  colrant,  en  fonction  nu  po- 
tentiel DE  tout  système  EXTÉRIEUR  QUI  LES  PRODUIT,  ET  DÉTEU- 
.MINATION  DU  POTENTIEL  DUN  ÉLÉ.MENT  DE  SOLENOIDE,  CEST- V-DI  II  t 
d'un    courant    linéaire    FERiMÉ,     PLAN     ET    INFINIMENT    PETI  I 

.\o  ta  lions  et  dé/in  liions. 
12.  Soient 

(i)  U   i-nds 

le  système  le  |)his  général  dont  I  action  soit  ol)servabl«>,  et  l'élément 
de  courant  linéaire  (pii  la  reçoit;  ce  qui  exige  (|ue  .V  soit  un  système 
rigide  et  invariable  dans  sa  constitution  plusifjne,  c'est-à-dire  ne 
comprenant  cpie  des  courants  lermés  permanents,  des  aimants  dont 
le  magnéiisme  est  réduit  à  sa  partie  rigide,  et  le  magnétisme  terrestre: 
(|iie  riiilciisilc  I  soit  coiistanle,  et  tpie  l'eli  nient  linéaire  (h  soit  fixe 
|);m'  l'apport  a  .)/'. 

I.l.  Le  iKn'ail  virtuel  A' yii\  système  quelcoiupie  de  (orces  <lertrod\' 
nanii(|ues  sera  ilélini  en  convenant  de  considérer  les  forces  telles 
(pi'elles  seraient,  dans  cliatpie  |)osition  successive,  si  les  corps  qui  réa- 
gissent «taient  en  repos,  et  si  leurs  constitutions  plnsiqiies  étaient  in- 
variables pendant  tonte  la  durée  du  iiiotnement.  I.es  phénomènes  de 
l'induction  prouveront  que  l,i  preinieie  li\potliésc  est  vraie:  on  sait 
(|ne  la  seconde  ne  l'est  |).is. 
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LE  counriîR. 


(;)iL  ,  OR } 


représentera  l'arLion  d'un  système  Dit'  sur  un  autre  STL;  le   système 
agissant  ,')tL'  sera  écrit  le  premier;  il  sera  généralement  accentué. 

15.  Les  moments  des  forces  auront  les  signes  des  rotations  qu'elles 
tendent  à  produin;  :  les  rotations  d'un  quadrant  j';;,  za-,  ary  '/ig-  2) 
seront  positives  dans  les  trois  plans  coordonnés.  La  partie  positive 
d'im  axe  sera  prise  pour  normale  positive  du  j)lan  des  deux  autres. 

1().  Les  axes  seront  toujours  i-ectilignes,  rectangulaires  et  disposés 
à  gnuc/ie[/ig,  2),  ou  de  manière  qu'un  observateur  puisse  avoir  les 

Fie-  i- 


/■ 


\ 


parties  positives  des  axes  des  x,  des  v  et  des  z  devant  lui,  à  sa  gauclie 
et  siu'  sa  tête;  ou  encore  qu'il  voie  la  partie  positive  de  l'un  de  ces  axes 
rt  sa  gauche,  quand  il  est  parcouru  des  pieds  à  la  tète  en  vertu  d'une 
rotation  positive  dans  le  plan  perpendiculaire. 

17.   En  vertu  (les deux  conventions  (n"'  15  et  IGî,  \i\  normale posilne 

de  l'élément  1  =  dA  d'une  aire  A,  plane  ou  courbe,  dont  le  péri- 
mètre S  est  parcouru  dans  le  sens  positif  |)ar  un  point  mobile  des  pieds 
à  la  léte  d'un  observateur,  sera  visible  à  sa  gauche.  Dans  le  cas  d'un 
courant  fermé  intiniment  petit,  ce  [)()iiit  représentera  une  molécule 
d'électricité  positive. 

17'.  Cette  normale  serait  dirigée  (15)  en  sens  contraire,   dans  un 
système  d'axes  à  droite. 
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18.  La  iioiiiialc  positive  j^  (l'un  ('lémoiil  de  solciioid»'  sciii  ,i|>|)«^lée 
son  axe,  ainsi  (|iic  loiitc  coiirhe  L  a\ant  cette  norniile  potii-  taii<;eiile 
|)osilive.  Soient 

4;  ^.  ,^'.  =     **•      -ï",.  .>'j.  ^< 

les  coordonnées  d'un  point  fixe  sur  l'clénient  plan  À  =  </A,  et  celles 
d'ini  point  niol)ile  dans  le  sens  positif  sin'  son  contoiu' S,  dont  il  ter- 
ruine  la  partie  s  ; 

•  y  //.   r.    ir      et      it^,   e,,   «r, 

les\alenrs  de  lim^  (oiu  lions  (piel(  ompu-sdes  coordoruiéesen  cesdenx 
|)oints;  et 
,.  ,  dr        f         àv  à: 

*  =  <•   i'  =  jT:'   v  =  j7. 

les  ro,s'(////j  (Ii/cctciirs  i\r  son  axe  j' ,  e'est-a-dire  les  cosinus  des  ani;les 
i|M  d  lail  a\ ce  les  axes  des  cooi-donnees.  (  )n  a  idenliriuenu  nt.  axcc  <li*s 
axes  à  <;auelie, 

/  ■    ,       i).i ,  dt  ,  dz,  ,    , 

1  /'/'l      / '^"'         «^t^' \         r  I  <^"         di.v  .  idi-         du  .   1    ,. 

I       J.I\"idV-di)-^f'id^--d7r  )^y(à:-  -  d.  '  r-^^ 


loininle  ipu  sul)>iste  ^  n"~  I  i»  cl  I  (î  avec  dr  >  axes  a  droite  .  Le  choix  des 
axes  à  f^aurlic,  indiileriMil  au  pouil  de  \ur  pnrcnicnl  i^éoniétrique.  a 
pour  unicpie  but  la  coidorniilc  a  I  nsai,'e  de  tloiuier  le  sit:n<-  -^  au  polc 
nord  d'un  solénoide. 

lîL  Soit  -S  u\i  sn/cnoidc,  défini  un  svslenic  A'rhi/icnts  k  de  solcnoi'tlc. 
(cst-Ji-dire  de  courants  linéaires  fermes,  plans  et  iniiniincnt  [)etils, 
d'intensités  constantes  I,  d'aires  À,  a\;nit  pour  axe  coninnui  n"  18 
une  ligne  L,  ap|>elée  aussi  \  axe  tlu  solenoide.  dont  ^  désigne  un  arc, 
et  partagée  par  li-s  aires  À  en  élénu-nts  o^,  assujettis  à  la  iclalion 

8  «  ,  =  ""t*  constante  a. 

Juitrn.  lit  ilath.  ri'   «crii'l,  tome  X.  —  FF.tiii>:)i  iftbj.  ~ 


5o  i.K  coudiku. 

Dcinotniraliiiii   de   l'e.risb'nrr  du  iKitcnlicI   \    du   sysh-i/w   M  . 

'20.  Celte  (léinonshMlion  repose  sur  le  ])iiii(i|)(' de  riiidépoiidaïKc  des 
actions  simultanées,  c|ui  sera  passé  sous  sileiu  e,  parte  qu'il  est  incon- 
testable. Il  se  dédiai  inunédiatenient  de  l'Iiypollièse  des  actions  directes 
à  distance,  cl  réduite  aussi  de  celle  d'un  nidieu  continu  (pii  les  pro- 
page, en  ver-|n  du  principe  de  la  supeiposilion  des  pelits  niduveuients  : 
il  ne  pourrait  cire  en  défaut  que  pour  des  iiilensités  trop  grandes,  et 
c'est  ce  qu'on  n'a  jamais  observe. 

I.a  demonstralion  repose  en  outre  sur  cin(|  principes  expéiimenlaiix. 
dont  quaire  seulement  sont  dislincls.  Voici  connncnt  on  peut  le-, 
énoncer. 

21.  J.aclion  du  svstéme  M'  [notation  ;i)'  sur  un  système  de  deux 
éléments  de  courants  linéaires  égaux,  superposés  et  de  sens  contraires, 
est  nulle.  Cet  éqnilil)re,  qu'Ampère  a  (lecon\(Mt  pai'  une  expérience 
grossière,  esl  déaionîré  par  des  expéri(>iices  1res  pi'écises. 

22  11  en  résulte  qu'en  tli'signant  pai'  j-,  y,  z  el  .i- -h  (/ce,  y  ~- (h-, 
z  -\-  dz  les  coordonnées  du  conniiencement  et  de  la  fin  de  ds,  par  ra|>- 
port  à  trois  axes  rectangulaires  fixés  à  M',  ce  système  agit  sur  l'élé- 
ment de  courant  linéaire  Ui-  [notation  (  i  comme  sur  l'ensemble  de  ses 
trois  composantes  \dx,  If/v  et  \dz.  I,a  démonstration  peut  se  faire  en 
tiéduisaiit  tlu  principe  (n"  21)  que  l'action  de  M'  sin-  un  courant  li- 
néair(\  d'intensité  I,  parcourant  le  périmètre  du  cpiadiilatère  gauclie 
qui  a  pour  côtés  dx,  dy,  dz  et  ds,  est  du  même  ordre  de  grandeur  que 
\[ds)- .  fille  est  préférable  à  l'expérience  directe,  mais  grossière,  par 
hupielle  Ampère  a  décou\ert  le  principiv 

25.  L'action  tic  .1/'  sur  \ils  se  rednil  a  une  iorce  uni(pi  ■.  applirpiée 
(Ml  un  point  de  ds,  pai' exemple  au  poiiil    ,r,  v,  :;). 

24.  Cette  force  est  normale  à  ds. 

Ces  d(Mi\  tleriiiei's  principes  resullcul  des  cas  d'équilibre    n"'  10  et 

11). 

25.  J.e  système  M'  n'agit  point  sur  un  solenoide  extérieur,  fermé, 
l'igide,  et  fixe  par  rapport  à  lui. 
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'Ht.  l/cxjK  riencc  d' Ampère,  sur  laquelle  rcpost-  le  priiieipe  ii'lii,. 
Il  ,i\an[  i;im,iis  été  faite  d'une  manière  satisfaisante,  peiinettrait  de 
douter  de  ( c  prineipe,  si  la  seconde  méthode  ne  le  démontrait  a  posle- 
riori,  connue  elle  démontre  tous  les  autres,  excepté  le  |)riiicipe  f  n"  'iôi. 
Il  serait  à  désirer  qu'elle  fût  refaite,  non  seulement  parce  (pi'eili- 
démfjuticrait  ce  dernier,  f|ui,  d'ailleurs,  n'a  jamais  été  tontesté.  mais 
par<  r  (piClle  s'étendrait  au  cas  de  l'action  d'un  eouranl  fermé  perma- 
nent a  trois  dimensions,  cas  (pii  échappe  à  la  seconde  méthode,  a 
moins  (jii'on  ne  lasse  ime  hvpolliésc,  dont  clic  alhancliii  ait  la  tlii-oric. 

27.  \'oici  ( onnnciit  rcxi^lciicc  ilr  la  Imik  limi  \  peut  se  dediiircdcs 
(juatri'  principes  ri"-2l,25.  *l'l,*lo)  d  du  piiii<i|M'  ii'*i2".  qui  en 
résulte.  Clhacune  d<'s  actions  tic  M'  sur 

\iU,        \(iy.        \.(lz 

se  réduit  fu"23)  à  une  force  iiiii(pie.  appli(pi.'e  .111  point  {x,y,z], 
avant  |)our  projections  : 

Sui  l'îixe  (les  r Gld.r,       (Adv.       \\\dz. 

Sur  l'axe  (les) Clil.r.     llh/>,       \\<lz. 

Sur  l'axe  (les  ; V.\dx,     Wdv.       \\\d:, 

lors(pie  (il-,  dy  i'\  dz  sont  positives,  et,  par  suite  (n"  'ili.  (piel>  (ju  en 
soient  les  signes;  les  neuf  fonctions 

(,,)  A,    IS.  C:     A'.   IV,  C:     C   11,   K 

de  f,  y,  r  clant  c\  ideiiiineiil  lueii  (leleiiiiiin  es  i|nan(l  on  doiiiie.  en 
outre,  les  quantités  géomclri(pics  et  i)li\siipies  (|ni  deternnneiil  .1/'  lie 
svstème  produit  (n"  23)  sur  \ds  une  iorcc  uni(pie.  applitju.  <•  an  point 
(.r,  j,  s),  et  avant  (n"22)  pour  projeelions  sur  les  .ixes 

[   çU/.9=  \\(\d.v    r-Cdv  -H  n'dz], 
(,o)  rjds       \   C'dv   -ndY  ^   Adzj, 

{   ;\ds=\   LW/.r    ~  Vdy  -f-  K. dz 


^2  LE    CORDIER. 

On  exprime  que  M'  agit   (n°  24)  normalement  sur  r/j-,  dy,  dz-  et  ds, 
en  posant 

C  =  (>,      [|  =  o,      K  =  o      el      çf/r  -f  v;c/v  +  ^f/;  =  o. 

Eu  vertu  des  trois  premières  équations,   la   quatrième,   quand   ou  y 
substitue  (lo),  se  réduit  à 

(A  +  k')dydz  H-  (B  +  \V)dzdx  -+-  'C  -f-  C')dxdy  =  o, 

puis  celle-ei,  jjour  dx  =  o,  à  A  -i-  A'=  o;  pour  dy=^o,  à  B  +  B'=  o: 
et  poTU-  dz  =  o,  à  C  +  C'=  o  :  d'où  résultent  les  formules  d'Ampère 

1   {M\\ds)^     ou      l\ds  -^  \[CdY   -  Hr/zl, 

(il)  )  {M'Ads)y     ou     ■n\ds  =  \{\dz  —Cdx), 

\    {M',lds),     ou     Ç,\ds  =  \[\^dx- kdy). 

La  méthode  qui  va  déterminer  V  est  empruntée  à  un  autre  calcul, 
fait  en  i8()9  par  M.  Bertrand,  dans  son  Coiu's  du  Collège  de  France. 

28.  Eu  supposant  que  l'élément  \ds  fasse  partie  d'un  courant  li- 
néaire fermé  el  rigide  G.  d'intensité  constante  1  et  de  longueur  .S. 
animé,  à  l'instant  /,  d'une  vitesse  de  translation  v  à  l'origine,  et  d'une 
vitesse  angidaire  w,  ayant  pour  composantes 

*'x)    ^jr»    ^z      "^'t      ojj.,    w^,    y., 

le  travail  élouK-iUaire  ivr/f<e/(n°  15)  des  actions  de  M'  sur  \ds,  dans  le 
temps  dt,  est 

.   d&[M',lds\=\[^v^-^-ni'j+';^\^{-Çy—-tiz]<ù^ 

(l2) 

(  +  (§s  —  'Çx)t^iy  +  [r,x  —  |y'j oj;"  rt'5 dt. 
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ce  qui  (loiiru-.  poiirli'  travail  (•liMnciitaiiv  virtuel  <.U-s  artioiisdc  .»/' surs;. 


I  »  .r  /      Ç,  (/■'!  -+-  ''^x  f      '  ÇsV,  —  T,,Z,    (h 

;  I  2' ,    r/f   M',2    =\   i  +  (',  /    yj,  ffs  t-  oj,  /      |,  z,  -  ;,a;  ds      ill. 


-h  l'j  j     Çsds  -r  ',>:  j     '  r,,x,  —  ç,y,   (h 

On  déduit  des  équations  (  i  ij  et  (la'j,  pour  la  somme  des  romposantr-s 
et  pour  la  somme  des  moments,  par  rapport  à  l'axe  des  j-,  des  actions 
tie  M'  sur  C, 

(.3)  .)/.£.,  =  l/^.A       '(V'^l^-'î^è)'^- 

(■4) 

f  =  I  (    1 1  B,  V.  4-  C,.,  I  ^  -  A,  V,  -^  -  \,z,  ^.  I  ds. 

Soit  A  une  aire  assujettie  uni(]uement  à  avoir  S  pour  périmètre. 
Transformant  les  troisièmes  membres  de  (i3)  et  (i4)  au  moven  di' 
l'identité  7  ,  appliquée  aux  fonctions  u  =  0,  r  =  C,  iv  =  —  B.  |)ui> 
aux  fonclioiis  11  --  I5j -)-  Ce,  e  =  —  Aj,  ^^•  =  —  A:;,  et  posant 


\  -^  oz  dy  dx       '  dz  ôz 


^  /  .,  «JA  <JB  dC       „ 


A 

A 

*2Î).    Dans  le  cas  mi  le  coiuant  C   se  réduit   a  un  élément  /■  de  Mile 
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iioidc,  et  A  a  I  Clcnu'iit  plan),  I  intégrale  de  rt-xprcssidii  17  ,  ilciuliic 
;i  Ions  les  cléments  de  Taxe  Ldn  solénoïdes,  e\t(rieuià  .)/',  tloinie.  en 
\  ^nbslilnant    H  , 

.  '       ,     "L  "L  '■'L 

Du  |iriiui|)e  n"  23',  étal)li  pir  l"expéi-ieii(c  pour  des  soléiioïdes 
iérnies,  dans  lesquels  I,  X  et  rîj^soiit  trois  constantes,  satisfaisant  dés 
lors  à  la  condition  (8),  il  résulte  que  l'intégrale  (18)  est  nulle,  toutes 
les  fois  que  la  ligne  fermée  L  est  susceptible  d'engendrer  une  aire 
avant  tous  ses  points  en  dehors  de  37',  par  une  déformation  < ontinue 
qui  en  réduit  la  longueur  à  zéro:  ce  qui  démontre  l'existence,  en  tout 
point  .r,  ■>,;)  extérieur  à  J/',  d'une  fonction  des  trois  variables  indé- 
pendantes a?, y,  z,  ayant  pour  dérivée  totale  Xdx  -+-  Ydv  -^  Zdz.  Donc, 
en  tr)nf  |ioint  {.oc, y,  :■)  extérieur  à  .V,  on  a  les  trois  id(>ntités 


'•> 


âV. 

ô\ 

â\ 

,)/. 

(A 

r;\ 

<)y  ' 

âz    - 

=  0, 

<)z 

(l( 

-  0, 

(ht-  " 

-;y7  =  " 

et,  en  substituant  i  i  '>  i  dans  les  deux  premières, 
I  ()\        an        ()C  . 

cipiations  qui  doivent  subsister  indépendamment  du  clioiv  des  axes. 
Iji  les  déplaçant  parallèlement  à  eux-mêmes,  on  voit  cpie  les  six  paren- 
lliésessonl  identiquement  nulles,  et  l'on  a 

,     ,  ()\      (m      dc 

(20  3 H  -T i-  -^    =  O. 

\       '  àj-        (ly         0: 

,)C        dB  à\         OC  <)H        ,)A 

()v  i)z  <)z  ()■>■  ar         II  y 

111   déduisant,  [)ar  permutation   tournante,  les  deux  premières  écjua- 
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tioiis  ^■jijtK^la  troisic'ino.  Ces  Irnis  ôquatiuiis  tlcMiioiiirtnf  I  o\islrii«  c. 
III  tout  point  (.r,  y, -;  extiiicnr  i  1/  .  crinie  fonction 

(22)  V„.f J7,  V,  s  )      (III  Miii|ilc'nii  ni      \. 

ililc  \i-  /lolc/i/irl  (\\i  sNstcinc  .)/'  an  |)i)iiil    j;,y.z  .  a\anl  ponr  dciivccs 

cl  i'w  snl)^tihKiiil  :>.  I  il.ins  an  ,  on  oblicnt  I  c(|naliun  tic  l..i|)l.i(  i-, 
(|tn' cette  fonclion  idcntirn- on  font  jioint    .r.  v.  2    cxtcrirnr  a  .1/ . 

(24  A.,V  = r— . T—, j-r=0. 

''     ^  '  -  1)1-  i)y-  ilz- 

ÔO.  Cdlcul  de  r  énergie  ^^'  „  »  '^^  l  action  du  système  M'  sur  i  élément  Â 
de  solénnide.  en  fonction  du  potentiel  de  M'.  —  I.c  moment  i\v  Iclcnicnl 
X-  (le  S()l(  noide  est  défini  par  le  prodnil 

(2))  k  =  lX, 

et  l'énergie  de  l  action  du  système  M'  sur  l  élément  k  de  solénnide.  par 
la  fonction 

(2b)  W,,,,=  k  ^^=  k|  ;^,  ^-^  +  ^^  _ +  _  _  I  =  _  k  Aa^R,^.  +  (.v  . 

dans  hupiclle  enlrcnl    les   foiiinilcs  (2')',    23;   i-l   les  notations  (22;. 
()  et    C)  .  I".ll("  jouil  de  la  propricli'  sni\antc  :  le  rapport 

,       ,    W  ,)\  ,•  I  r  I 

(27)     ,     =  —  =  inic  lonclion  isotrope  (le  .j-.i'.  r.  îr,  ^i,  y  senleinenl. 

c'est-à-cliiT  qnc  ce  rap|)orl  esl  iiidipeiidaiil  du  clioix  de>  axes,  cl  de 
tonte  fpiantité,  i^coniclritpu'  on  plixsupie.  relative  a  X,  il  iiidepeii- 
danle  de  .r,  y,  .-.  jr,  ^'j,  ■-. 

On  peiil  donc,  |)()nr  sini|)lilier,  prendre  le  point  .t,y,z  ponr  ori- 
gine; et  SI  le  dcpiaccnicnl  de  X.  dans  le  ti-inps  dl,  se  ivdnit  à  la  rota- 
tion  d  y:      -  '.),  V/,  effci  tnee  anloiii   de  l'axe  des  .r.  la   variation  de  la 


^,(1  LE   conF)ii:R. 

loiirtion  -  W,  dans  laciiK-Uc  A,  B,  C  ne  (lépeiicleiit  que  de  .x,y.  z.  sera 

()i-  CM  aioiitaiil  et  retraiuliaiit  a-— dans  le  (  roc  litl  i(l  .  on  (ibliciit, 
cil  vertu  de  ii'^),  (20),  (aS;  et  (26),  lorsque  A  se  réduit  a  un  seul 
cléineul  ),, 

(20)  '     '" 

Les  fonctions  (i5)  se  réduisent  à  X  =  o,  Y  =  C,  Z  =  —  B:  et  l'on  dé- 
duit de  (i/,),  (17), -(25),  (6)  et  (28) 


àz 


:3o 


I    "  -MPC -VI' --3^ 

Substituant  dans  (12'),  on  trouve 


\         Ot:     ■*  à { YZ )     -^  1 


(3î)  dç{M',k  =-^ch, 

(32)  A(?(iJ/',-^-   =  W,  -  W,. 

Ij'équafion  (32j,  obtenue  en  intégrant  (3i)  de  f  :^  t,  ii  (  =  l.,,  exprime 
que  le  travail  virtuel  (n"  13)  des  actions  du  système  rigide  M'  swv  k, 
dans  le  mouvement  de  k  relatif  à  M' ,  est  iiuléjiendant  des  positions  i-e- 
latives  intermédiaires,  propriété  qui  va  servir  à  déterminer  la  forme  de 
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la  loiiction  lit  .  dans  le  cas  où  M'  se  réduit  à  un  élément  X-'  de  solé- 
noidc,  auquel  s'a|jjjlit[iH'ront  les  ilétinitions  (3*,  (n"  18).  ('i),  '(\'\ 
(n"  19),  (8)  et(2Ïj,  avec  les  mêmes  notations  accentuées. 

Jjrlrimiinilinn   du  polenliel   \  /,'  d'un  rli'-meni  /.'  de  solénoïde.   el  dv  l'énei- 
•^ic  ^^  <'  A  de  Ittcliiin  d'un  tdriiirnt  /.'  de  soUnoXdr  jire  sur  un  anlrr  h. 

TA  l.a  propriété  (^7)  s'étend  au  rapport  jj^^^a'.a  :  i'  est  indé- 
pendant de  toute  quantité  relative  à  A:  et  indé|)endante  île  x.y\  z.  a. 
/5,  '/;  et,  à  cause  de  sa  svmétrie,  il  l'est  aussi  de  toutt»  quantité  relalivc 
■A  /,'■  et  indépendante  de  .r',  y,  z',  a',  j'i',  •/.  Dont 

,  ^3  )  ^*î;  *  =  F  (.r,  V.  ;,  .r'.y .  z  .  ce,  /3.  7,  «'.  ."i',  7'  ) 

est  indépendant  de  toute  quantité  relative  soit  m  X-,  sojt  a  f,' .  et  inde- 
|)(n(lanle  des  douze  variables  (33). 

.12.  Si  X-  cl  /•  sont  (les  éléments  des  deux  solenoides  -S  et  j  ,  on  a,  en 
vertu  des  eipiations  (Hj  et  (25  , 

(3/i)  \<      ."•"<.•     ^'     /'V- 

el  l'on  déduit  (le(3l) 

(3'',)  rfF(.S',S)  ^/-"dL 


en  posant 
30)  Ws.,-  /•"'  /"'St^ 


7.-  </..■. 


Celle    fonction  (36),   a  cause  de  la  propriété      '>')  .  est   /'énergie  de 
r  action  du  solcnoïde  -S'  sur  fe  snlènindr  s  ;  et  l'on  déduit  de  :33    et    3'|) 


,1      .1. 


•  37)     Ws.s       aa'  I      I     !•'  a-.  V.  :..r'.  v.  r'.z.  ,^3,7,  a  ,  V.  7'   d'^d>\ 

■S 


',{<  LF.    COIiDlER. 

Si  la  ligne  L'  est  feniire.  cl  si  I',  )/  et  f/4^'  sont  trois  constantes,  s' 
n'agit  pas  snr  k,  puis([iie  /•  n'agit  pas  !  n"  25)  sur  s'.  L'équation  ;  28) 
cl  les  deux  autres  analogues  montrent  que  les  fondions  A,  li,  C;  sont 
alors  nulles,  et  l'équation  26),  que  W.s/  l'est  aussi.  Donc  l'intégrale 
double  I  3;  ,  étant  l'intégrale  par  rapport  a  1,  de  Wjjj;,  est  nulle, 
(juand  la  ligne  d'intégration  J>'  est  fermée.  On  verra  pareillemenl 
(pi'elleest  nulle,  quand  la  ligne  T.  est  fermée.  Or  on  sait  que,  lors- 
qu'iuie  intégrale  double,   de  la  forme    (3;),  jouit  de  ces  deux  pro- 

|iriétés,  la  fonction  F  est  de  la  forme  "  ^'])\'  d<'''^  "  '  ^^  qiit-'/^'st 
une  fonction  bien  définie  des  six  coordonnées,  indépendante  de  leurs 
dérivées  d'ordre  quelconque  et  particulièrement  des  six  cosinus  dir<'<  - 

^^^•"'^*=  J?'  i^=  57'  V=  Jr'  «  -  dC'  ■■•  ^     '^'  *^'^'"" 

(38)  W,,.=.kk'-^^^^^"'•^^^;:'■>''^-^ 

Mais  on  a  vu  (27)  que  la  fonction  W  est  indépendante  du  choiv 
des  axes.  Donc/ne  peut  dépendre  que  des  quatre  variables 


;39)     r=\{x-xf  +  [y-j-"f^{:- 


i)r  1)1  à- r 


à':      o'j      d  <■<)>■' 


qui  définissent  les  positions  relatives  des  axes  de  deux  éléments  de 
solénoïdes.  D'ailleurs /"est  indépendante  des  trois  dernières,  fonctions 
des  coordonnées  et  des  cosinus  directeurs;  par  suite 

(38')  W,,,=  kk'^. 

Or  on  a,  en  subslituani  '  ■!])  dans  (27),  AoW</,<.=  o,  puis  celte  re- 
lation dans  (38'), 


"-hliLÏ,  fonction  de  r  indéin-ndante  du  déplacement  dy  île  l'exlré 
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mit»'     r,  V,  z)  de  r,  ne  peut  èliv  qu'une  coiistaiil'.-.  Ia(|n('llc.  ; 

Fi,;.  ,^. 


<IK 


59 

•-snjfftie 


rii   iiièiuc  lt'iii|)s  a  changer  de  signe  avec  r/j^,  ne  prui  i-in'  dilïiT.'iii'- 
de  zéro  : 

A.a  /•    -    une  coiislanle  G//, 
ou 

•jr^'-t-  /■■'9"-t-  6hr-  =  o, 

e(|uatioudonl  luitegrale  preuiiére  esl/-'j'-f-  ihr' -^  une  constante  —  /; 

d'où  0'  =  —  ■J.lir-     ■,.  et 
'  /- 

,0)  9  =  9„- Ar- -^- •-• 

lui  désignant  par 

',!)  £.  5et(5'(.As-.  3) 

les  angles  rpie  r/r  et  r/r'  l'ont  entre  eux  et  avec  /•,  (38'j  devient 

\^^■.,.     uA      i.Jl'%-^f-!i- 

kkl//eoseH/-  ~r^^~ )• 


Go  LE    CORDIER. 

Le  terme  en /est  infininioiil  petit  av<'r  ~  dans  le  nioniciit  '3o ',  ralriilé 
en  prenant  le  point  (.r,>',  Sy  pour  origine;  et  le  terme  en /<,    -  kk  n    .,...' 

doit  1  être  aussi,  toute  action  physique  observable  étant  infiniment  pe- 
tite a  l'infini.  Alais  ce  terme  est  indéj)endaiit  de  la  distance  :  done 
A  =  o;  et  la  fonction  (4^^)'  débarrassée  du  terme  inutile '^u,  (|ui  n'entre 
pas  dans  ^  38'),  se  réduit  à 

(/|3)  ?-f 

."î5.    Ix'  coefficient  /  est  positif,   i'n  (^fïet.  le  pôle  ne^adj  et  le  pù/e 
positif 

(44)  "  on  n  ,     p  on  p 

d'un  solénoide  ji  ■  n"  19)  on  $'  étant  définis  le  commencement  et  la  tin 
de  son  axe  1.    \\"  19!  ou  T/,  l'équation  [?>'j\  devient 

W^.   -.  =  I<VJ:     /  /         -,—'-,  f/iV/.r' 

(45)  '     '■      ■^"  J.    .A,     '>:-''.    -  - 
_  /•  ^ ,  /    '    _  j '  ■    \ . 


d'où,  en  ap|)liqnant  ''i")), 

I    dt' ''•'''         dt' ''■' 


d  d_ 

~dt  ''"■"'      dt  ' 


(II, 


expression  du  travail  élémentaire  virtuel  ^  n"  15)  du  solénoïde  fixe  ->{' 
surlesolénoïde  s,  mobile  de  manière  (pie  son  axe  L,  tléfbrméou  non, 
conserve  une  longueur  invariable.  On  voit  que  les  actions  exercées 
par  s'  sur  s  se  réduisent  à  quatre  forces  entre  leurs  pôles,  dont  tleu\ 
sont  attractives  et  deux  répulsives,  et  que  les  pôles  p  et  p'  s'attire- 
raient si  le  coefficient  /'était  négatif.  i>'expéri(>nce  apprend  qu'ils  se 
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l'cpoiissciit  ;  donc /est  positif  et  (/j^j  devient 


,    ,          ,,,             /11/        '■          /.,  I  ,coss +  3  cosOcosO'        „^ 
17)  W,,^=ykk  j-^jy-,  --^/kk  -; /> 


M;us(2(i) 


=  k 


<{v.-./k'^,) 


et,   |);||-  sililc. 

(48)  \v=/k'^,  +V.. 

."i.  On  \fri\i  (|uc  Im  loiislantc  arbitraire  \„  a  une  iiiliiiilc  de  \a- 
Icurs  en  progression  arillnnéti(pie.  On  voit  aetiiellenient  (|u  on  peut  la 
supprimer,  sans  rien  changer  aux  actions  de  X',  Y/,'  n'y  entrant  <pic 
par  ses  dérivées,  et  rétliiire  cette  fonction  à  la  suixanle  : 

(49)  vv=A'57^' 

(pii  sera  appelée /a /;rt/7;c  /lien  déjînic  du  potentiel  de  1  ClenK  ni  /'  de  so- 
Iciioïde  an  point  (.r,  >',  -). 

.">."».    i'.n  sul)sliluant     a'i    dans    i  i,  on  trouve 

1  '  M\  \ds  ),       ou      1 1  ds  =  1  (^-  dz  -  '^  dv\ 

(50)  .1/ .  h/i  ,       ou      r,\ds  ~\i-T:djc  —  -^  dz\, 
,.)/'.  l</,v  on      :\ds  -----  if^^/v  -  ^^.r)- 


()2  I.E    COBDIER. 

Ili'iltirùons  des  Jornmles  prccédenlcs  à  leurs  formes  les  jjIiis  simples. 

rjG.  On  apjjflle  éleclromngnétique  le  système  crnnitts  aljsoliios  qu'il 
faut  adopter  pour  réduire  à  l'unité  le  coefficient/de  la  formule    4V)  ■ 

La  répulsion  des  pôles  positifs  de  deux  solénoïdes,  étant  46  — ^5- 
ou  (8^    /"."'t.,    devient    H—']'    pour   1  =  1'.    ).=>.'  et   0'^=$.^'. 

(lette  répulsion  F  est  alors  proportionnelle  à  P;  et  il  suffit  de  régler 
l'intensité  1  d'un  courant  passant  dans  deux  solénoïdes  identiques, 
pour  rendre  F  égale  à  l'unité,  lorsque  \  =  rc?i\  Comme  elle  devient  /"P. 
on  a  /:=  I  en  prenant  cette  intensité  pour  unité. 

57.  V iinilc  (''ectroma<^nclique  d'intensité  des  courants  électriques 
est  celle  tl  lui  courant  f[ui,  passant  dans  deux  solénoïdes  identiques, 
produit  une  répulsion  égale  à  1  unité  de  force  entre  leurs  pôles  positifs, 

séparés  par  la  distance  y^^  quotient  de  l'aire  d'un  élément  d'un  solé- 

noïde  par  la  distance  de  deux  éléments  consécutifs. 

58.  Quand  on  adopte  cette  unité,  (47)  et  (49)  deviennent,  en  ré- 
crivant   25  )  et  observant  que  la  symétrie  permet  d'intervertir /■  et  X', 

d'-- 

,  ^    N     ,.-  ,,-  11,  '■  ,  ,  ,cos£-!- ScosOcosO'    ,        T-     1  ,       ,,- , 

(5i)   ^^,,,,=  ^\;^,,.=  kk  -^^^-^  =  kk' ,k  =  i/-,  k  =  Ia, 

..    ,  1  (     '■        1  ,  cos6  ,      /•        ,   cos6 

(52)  vv=k^=k'^:^,     ^^,=  kj^^=k-^- 

On  obtient  les  derniers  membres  par  les  formules  de  transformation 

.f-ON     dr                     ,,     dr                     -     Jcos6        Jcosô'        ros^-i-cosôcosB' 
(  53)    -r-  =  —  cos5  ,  — -7  =  —  cos5,  -577—  =      , .,    = 

5î).   Soient  encore  v.,  ^3,  ■■  les  cosinus  (6);  on  a  (2G) 
(54)  W,,,,  =  k^  =-  k;  A«  4-  B/5  +  Cy). 
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L'action   ilo   ,)/'   sur  k  est  représentée  par   une   force   ap|ili(iiit(    .-ni 
centre  de  gravité  de  /•,  et  avant     39  ,  pour  composantes 

(55i     M'.k  ,^-'^^%^,    yM',k\^-'^^,     M',k  -  ''^Vv  . 

ou ( 54 ) 

0'-^  0'^  ,'-l2L 

(5fi')  (M',k^,=~k-^,'M\k\=-k-^'-,  M',k,^-k  y^-, 

on    2  5  ; 

(55";    .)/',/•,.=      k'-^,        M,k^^      k^i.       l/.A.    :      k'^-". 
"L  w',!  J^ 

e|,  p;ir  iiii  couple  ,i\aiil      jo    |)()ur  moiiicnts  par  rapport  aux  axes, 

(5(i)    A/^/^.-^-^^  .»/'.>t .,  =  - '^^ "-,   u./    =.  .  ^^'^, 

j    .!/'./(•, ,  =  k(,'3C,,-7B,,, 

(56')  J/'./^,,      k  yA„-«C.„.,. 

(   J/'.^i..,  =  k;aB,, -;3A„  . 
ou    2» 

5(r,  ^  ,,......=  k(.^-v^), 

iO.  Définilion  (V Ampère.  —  I>a  /ô/rr  dircclricc  du  svsténie  .1/' est  l.i 
force  essentiellement  positive  1)„  appliquée  au  point  r.  v  ;  .  et  a\\\  .\ 
pour  composantes  les  font  lions  ()  A„,  H,,.  C„.  Klle  a  doiu  pour  ex- 
pression 


'A   „    X-     ,      iù\yt   \-  ,    '>^    I, 


;)      l)„=vA^,-.H^,-^(:;,=.^    (^)V(-ijV^:-., 


G4  LE  cniiDiKH. 

il.  Définition  de  l'araday.  —  Toute  ligne  N  qui  a  pour  tarigeute 
positive,  en  chaque  point,  la  force  directrice  1)„  du  système  M'  est 
une  //i,'7ïe  de  force  de  ce  système. 

42.  En  prenant  1)„  pour  la  direction  positive  de  Taxe  des  x, 
ou  a  i)„  =  A„,  et  la  première  équation    -iV)  devient 

l'elation  qui  subsiste  (juels  que  soient  les  axes,  les  trois  (pianlites  D, 
V,  N  étant  indépendantes  du  choix  qu'on  en  fait.  Elle  montre  (pu-  d\ 
et  r/N  sont  de  signes  contraires. 

i.">.  i.a  foi'ce  directrice  est  donc  dirigée  dans  le  sens  oii  le  potentiel 
dfcroit. 

•44.  En  désignant  un  élément  k  A^  solénoïde  par  la  notation  1/  aS) 
de  son  moment,  I  analogie  des  expressions  (i  i)  et  (56'), 

conduit  a  lenoucc  suivant. 

4a.  Si  lélément  \di  de  courant  licld  loincidail  avec  le  premier  élé- 
ment d^    de  l'élément  de  solénoïde  X'  ou  1"/.,  ce  ciui  donnei-ait  -—  ^  ^— , 

-4-  r=  V-'  ^i-  ^  >- '  et  si  Ion  représentait  I  action  ilc  .1/  siir/i)ar  une 
Os        d!^    ds        «L 

force  appliquée  à  ).  et  par  un  couple,  l'axe  i\u  couple  et  la  force 
exercée  j^ar  M'  sur  \ds  coïncidi'raient  en  direction  et  sens,  et  le  mo- 
ment du  couple  sei-ait  à  la  force  dans  le  rapport  niimericpie  de  À  à  ds. 
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l'roprit-tés  de  l'citergii'  (2O),  dans  le  crix  où   )/'  cl  /.  sutisfniit  mt  ininci/nf 
(le  r action  et  de  la  réaction. 

4(>.    Soit 

((m»)  3[U 

ce  que  doviont  le  système  ;V'(i\  quand  le  inngnétisme  terrestre  uvn 
fait  pas  partie,  c'est-à-dire  un  svsteme  de  courants  lerniés  et  d'aimants, 
rigide  et  iMvariai)le  dans  sa  conslitutif)n  |)li\si(jne.  L  é(|ualion  !54) 
de\  ient 

i-7.  I, énergie  W.i]-,^. /,  représente  la  sonune  de>,  travaux  \irlu<U 
l  n"  15  des  actions  mutuelles  des  deux  corps  OR  et  /■,  transportés  de 
leurs  |)ositions  actuelles  à  deux  autres,  pour  lesquelles  leur  tlistam  r 

niiiluelic  est  inllnie;  jtar  suite. 

i8.  En  effet,  dans  lécpiation  (^a),  g(01V'X;)  désigne  le  tr.ivail  vir- 
tuel de  l'action  de  ;llt'  sur/-,  rapporté  à  des  axes  mobiles  et  solidaires 
avec  on.',  (l'est  aussi  la  somme  5(;l|V',X)  -+-  5' A,OR'  )  des  travaux  \irtuels 
de  l'action  et  de  la  réaction,  ra|)porlés  à  des  axes  fixes,  et  (pii  alors  se 
feraient  équilibre  sur  un  système  rigide.  D  ailleurs,  le  seconti  niend)re 
de  (32)  étant  (27)  indépendant  du  choix  des  axes,  (30  et  (32!  de- 
viennent, par  rapport  à  des  axes  fixes. 

(03)  dç  ,  M-,k    ^  rk  /.  .1/' ,  ^  -  ''^^i, 

(6'|)  AG(.V'.X-.-vAf^X-..)/'l  =  W,   -  \V,. 

/ik        ,  1  •  Il  ''^.>rc'      «^^.>R'      'A.1R'     ,  r     .  1 

l\i.    Les  dérivées  parlielbs      , —  > — r — > — ^ — du  |)ol<-iitiei  \  il    du 
'  il.r  OV  <)z  '  ■  "■ 

s\  steine  ;iiv'  (60)  sont  iiiiininu'iit  p<liles  .1  l'iidini. 

Juurn.  tir    if.ii/i.  (!•  situ",  tonu'  \     -   ImiiiR  iS>',.  \) 
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oO.  En  cffin,  toute  action  physique  observable  jouissant  de  cette 
niopi-iété,  elle  s'applique  aux  premiers  membres  des  expressions,  dé- 
duites de  ()G"), 


(65)  '^pS\L\li^=,),.  =  -^ 


§111.    —   Calcul  et  pROPiiiÉriis  du   potektiel  d  un  courant 

LINÉAIRE    FERMÉ. 

expression  la  plus  i,'ciiérate  du  potentiel  d'un  courant  linéaire  fermé, 
au  moyen  d'une  inlé^^'rnle  di'-Jinic. 

SI.  Soient  £'  ce  courant,  1'  son  intensité  constante,  S'  sa  longueur, 
et  Vj--  l'expression  la  plus  générale  de  son  potentiel  au  point  (a;,  r,  s), 
non  situé  sur  S' 

o2.  Cette  expression  est  définie  toute  fonction  continue  de  x,y,  z, 
qui  a  pour  dérivées  partielles  (aS) 


W  ^=-A..     ^  =  -''c..     •^=-C.- 


Cette  définition  équivaut  à  la  formule 

(67)  V£.(a;,j',  s  !  =  Ve  ,!■„,  v„,  =„  )  -  /     (  A,  ^^^  +  B,  p^  -f-  C,  p^l,, 

dans  laquelle  \j  désigne  une  ligne  assujettie  unirpieinent  à  aller,  sans 
rencontrer  S',  du  point  arbitraire  M„^a;„,r„,  ;„  )  au  point  M[jc,y,z},  et 
qui  passe  par  le  point  M,  (a;,,  j,,  s,),  quand  il  a  parcouru  sur  L 
l'arc  /, .  Voilà  l'expression  la  plus  générale  de  Vr  :  le  calcul  en  est  ra- 
mené à  celui  de  ses  trois  dérivées  (GGi. 

55.    Soit  k    a.):   le  moment  irun  élémeiil  ficlil  /de  solénoïde,  dont 
l'axe  i^connnencerait  au  |)oint  M,  et  aurait  pour  cosinus  tiirciteurs  y. 
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(j,  y.  Son   potentiel   ayant   (52)    pour   partie   l)ien    définie,  au    point 
{x',y,z')  de  S',  où  commence  l'élément  l'Js'. 

d'- 

il  prodiiir.iit  siu'  cet  élément  une  (oi  ((>  :ippli(piée  en  ce  point,  et  dont  l;i 
projection  sur  l'axe  des  x,  oljtenne  en  substituant    G8    d.ins  {  Jloi,  est 


((^9) 


,,,     d  r  dv  r  oz    ,   ,  , 


l'osant 

(70)    Y..=  V  C'y^rds',   G.=l'  r'-%ds\    U^=l  f'i^ds', 

^'    '       ^  ^/^     /•   ôs        '       ^  J      '    (h  ~  J      r   Os 

su|ipi'iMiant  lindicc    Z'  (piaml    il   n'\    aura    pa-^  d  aiubi^nïle.    et   inté- 
grant   ijc)    poin-  tous  les  éléments  du  contour  S',  on  trouve 


Mais  ("))') 


I-e  principe  de  l'action  et  de  la  réaction  avant  lieu  entre  les  ccuirants 
fermés  z'  <'t  X-,  la  somme  des  premiers  memlires  des  deux  dernières 
équations  est  idenli(pien)ent  nulle;  ce  (pii  doiuie  la  pnniiere  des  trois 
(■(piatioiis  suivantes  : 

i)'S.à:         <).y         à.r)       "• 


d>i\d.r         dz         dyj       "• 
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Or  les  fonctions  (70)  sont  les  potentiels  qu'aurait,  au  point  {-r^y,  z), 
la  matière  du  rhé()|)liore,  si  elle  avait  respectivement  pour  densité  li- 
néaire, au  point  ;'.r',  y',  z'),  I^-y  I-tt-  et  I-rr-  On  sait  que  les  dérivées 

partielles  du  premierordre  de  ces  trois  potentielssnnt  infiniment  petites 
à  l'infini.  Celles  de  Vr. jouissent  de  la  même  propriété  n"  il)  .  D'ail- 
leurs, le  déplacement  é?^  étant  arbitraire  dans  les  équations  71),  les 
parenthèses  de  ces  équations  ont  des  valeurs  à  la  fois  constantes  en 
tous  les  points  de  l'espace  non  situés  sur  S'  et  infiniment  petites  à 
l'infini,  par  suite  identiquement  nulles  :  ce  qui  donne  les  trois  équa- 
tions 

''^'  à.v  ~  àz  dv'      (h   ~  ().i-         à:''      ô:    ^Oy         dr 

ou  (66) 

^  '  oy  <)z  <)z  ().i  f)jr         dr 

Expression  de  la  partie  bien  déftnie  ilii  ]>otentiel  d'un  courant  linéaire  fermé. 

54.  [.a  partie  bien  définie  •<?£.  du  potentiel  d'un  svstème  £'  de  cou- 
rants linéaires  fermés,  pouvant  se  réduire  à  un  seul  z\^,,  d'intensité 
constante  I^,,  et  de  longueur  S^,,,  est  définie  la  somme  algébrique  des 
parties  bien  définies  (  49  )  des  potentiels  des  éléments  de  solénoïdes  dans 
lesquels  le  système  est  décomposable  par  la  construction  suivante,  due 
à  Ampère. 

5.!).  On  appelle  décomposition  d'un  courant  linéaire  fermé  en  élé- 
ments de  solénoïdes  la  substitution  à  ce  courant  z,  d'intensité  I  et  de 
longueur  S,  d'un  système  d'éléments  de  solénoïdes,  obtenus  en  dé- 
composant une  aire  A,  dont  le  contour  S  est  seul  déterminé,  en  élé- 
ments c?A,  autour  desquels  on  fait  tourner,  dans  le  même  sens  que  le 
proposé,  autant  de  courants  fictifs,  de  même  intensité  que  lui,  1.  La 
face  positive  de  A  est  celle  qu'un  observateur,  traversé  des  pieds  à  la 
tête  par  ce  courant,  verrait  à  sa  gauche  :  elle  est  donc  formée  par  l'en- 
semble des  faces  positives  des  éléments  de  solénoïdes,  déjà  définies 
(n°  17). 
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.>G.  Celte  déconijxjsilion  ne  change  aurime  action  ohsc  r\aljlc  entre 
le  courant  Z  et  un  cor))S  extérieur. 

I.il<'  ne  change,  en  effet,  aucune  des  actions  protliiites  sur  z  par  le 
sysicnie  M'  (i),  car  elle  adjoint  à  z  un  système  d'éléments  de  courants 
linéaires,  deux  a  deux  égaux,  su|)erposés  et  de  sens  contraires,  sur 
lesquels  les  actions  de  M'  se  détruisent  (  n"  21  .  Dès  lors,  en  vertu  du 
principe  de  l'aclion  et  de  la  réaction,  la  déconijjosition  11°  Do  ne 
change  pas  non  plus  l'aclion  de  z'hur  le  système  orc'  (60),  particulière- 
ment sur  un  élément  de  solénoïde,  ni,  par  suite,  sur  tui  élément  di- 
courant  extérieur  (n"  45)  coïncidant  avec  le  premier  élément  de  ra\<- 
d'un  élément  fictif  de  solénoïde. 

67.  Eu  déconij)osant  le  courant  ferme  linéaire  z',  dniteusile  1  et 
de  longueurs',  en  élémenls  Â'  de  solénoïdes,  dans  l'aire  A'  terminée 
à  S',  on  a  (  'ia  ,  pour  la  partie  bien  délinie  du  potentiel  d'un  de  ces 
courants, 

(7'.)  ^?^=.i'rfA'H2i(j;^, 

r- 

d'où  11"  m 


:7>)  x'z==y  ffdA'^^^^^^ 


58.  Celte  fonclion  (7")]  est  iiifiiiiiiient  petite  a  riiiliiii;  car  on  a.  en 
valeur  absolue, 

./  .'      /-  (mininiuni  de /•)- 

A 

inégalité  dont  le  troisième  membre  jouit  évidennnent  de  la  |iropriété 
énoncée. 

5î).  I.a  fonction  %")£.  fn"5i)esl  continue  en  toiil|>oiiit  de  l'espace  exté- 
rieur à  V,  et  présente,  lorsque  le  point  M  r,  v.  z)  traverse  celle  aire, 
la  disconliiiuite  .^7:1',  alfectée  du  signe  où  il  se  trouve  après  le  passage. 

l'ji  eflet,  dans  le  cas  (»i'i  l'aire  A'  est  |>lane.  l'expression  \  -  .  divisée 
par  r,  représenli'  l'angle  solide  sous  lequel  on  la  voit  du  point  M,  af- 
lecle  dw  signe     n"  55    de  la  région  où  se  trouve  ce  point,  e|  prend  la 
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xalt'ur  ambiguë  ±  2n,  si  iM  est  clans  l'aire  A'.  Donc  elle  présente,  quand 
le  point  M  franchit  A',  la  discontinuité  '\7:,  différence  de  ces  deux  va- 
leurs, affectée  du  signe  de  la  face  visible  du  point  M  après  le  passage. 
Dans  le  cas  général  où  S'  et  A'  sont  quelconques,  tous  les  éléments 
delà  somme  (73)  sont  des  fonctions  continues  de  a-",  j,  z,  sans  exception, 
lorsque  le  point  ÎM  ne  franchit  pas  A',  et  cette  somme  jouit  de  la  même 
propriété.  Lorsque  ?\I  franchit  A',  un  seul  élément  est  excepté,  celui 
dont  il  traverse  l'aire  (/A',  et  qui,  traité  comme  plan,  présente  la  dis- 
continuité 'iTiI'.  Donc  la  discontinuité  de  la  fonction  V,  somme  des 
discontinuités  de  ses  éléments,  est  aussi  !\rA'  et  a  le  signe  île  la  ré- 
ijioii  où  pénètre  le  point  M.  L'énoncé  du  n"  o9  est  ainsi  démontré. 

/■J.iprcssion  la  plus  générale  du  potentiel  d'un  courant  linéaire  fermé, 
au  moyen  de  sa  partie  bien  définie. 

(ÎO.  La. fonction  Yc;.  (67)  est  continue  en  tout  point  de  l'espace  non 
situé  sur  S',  et  la  fonction  ■^'^^  (n°  o4)  en  tout  point  de  l'espace  non 
situé  sur  A'.  Mais,  si  la  ligne  L  est  remplacée  par  une  ligne  /,  assujettie 
à  la  nouvelle  condition  de  ne  pas  franchir  A',  les  deux  fonctions  ne 
diffèrent  plus  que  par  une  constante,  car  elles  sont  finies,  continues, 
et  ont  les  mêmes  dérivées  (66)  en  tout  point  mobile  dansl'e.space  et  ne 
traversant  pas  A'.  Après  avoir  substitué  /à  L  dans  la  fonction  V^.,  on 
peut  donc,  parle  choix  de  la  constante  arbitraire  ■v?£'(^o,  Vo,  ^o  ,>  l'iden- 
tifier avec  \')£-,  et  l'écrire 


V^£'(^,v,  =  )  =  ^?£.(.r„,jo.=o)- C  (a,^+B.^  +  C, 


Tr)"'' 


Le  premier  membre  étant  nul  (n°  u8j,  si  le  point  {x,y,  z)  est  à  l'infini, 
on  a,  en  prolongeant  /jusqu'à  l'infini,  dans  le  sens  des  arcs  négatifs, 
et  changeant  les  sienes, 

et,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

(76)      ^,,(.,.r,z)  =  -£(A.'^+n.^^c.|)^., 
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OU,  en  substituant  succossivcmciit  ['"i)  et  (70J, 


;(,') 


(Ji'         dl,   as'  /  ô.r 


:■;(>•) 


/d;,   f).r'  (}./■,   ûz'  \       r 

"^'  \.J77   d7  ~  ~ÔÛ  07)  ôû 

fr}.r,  dy'        dy,  da:'\      r 
~^  ^1ÏÏ7  07  ~  litr  1)7  1  l)z 


ds' 


(76'")  V£.=  l 


X,  )  ( d >■,  J;'  —  (J-,  oy  )  H-  (.)■'  —  .»,  )  (d-,  dx'  —  dj-, de'  ) 
-H  (;'— ;,Wdr,dv'— d»',d.r') 


/•'d/,  d.ï' 

Ou  (IciliMl  (le    70)  et  (7'i  ;,  ou  de  (76)  et  [■jÇ»'), 


ds'. 


Jl) 


(il.  Soil'ul  A\  et  ii\'  les  variations  îles  louctions  ((17  et  ;  -  j  *l<'s 
roonUMUuVs  a:,,  V|,  ;,  du  |ioiut  mobile  M,,  lorsqu'il  revient  à  sa  posi- 
tion initiale  Mol-^o.  Vq.  =0  •  Jipi'és  avoir  pareoni'u  uin>  lijjtu'  fermée  L. 
(|ui  ni'  rcnconti'e  pas  S',  mais  i|in  piiit  tia\ci'M'r  /;  /;  lois  1  aire  A', 
entrer  tlans  la  région  positive  en  p  points  et  dans  la  réf^ion  néu;aliveen 
/(  points.  La  fonetion  v;'  est  eonlinne  en  tous  les  points  de  A,,  exeepte 
aux   ponils  d  uilerscclior,.  ou  elle  prési'ute  '  n"  50'  aulanl  de  disconli- 


n  i  LE    CORDIHR. 

imités  ±  '\T.\' .  D'ailleurs,  n'ayant  (7^)  qu'une  valeur  en  chaque  pouit, 
elle  repreml  celle  qu'elle  avait  en  Mo 

tandis  que  la  fonction  Y  n'a  {C)~ ),  sur   L,  aucune  discontinuité. 

Mais,  les  dérivées  partielles  ^r^-'  et  -rf  étant  égales  en  tous  les  points  de 

L,  les  intégrales  qui  figurent  dans  ces  deux  expressions  le  sont  aussi. 
Donc 

1-8)  AV=/|(n-/?)7rI'. 

02.  En  prenant  le  point  (j"o>J'o>  -^o)  "^  1  infini,  et  transportant,  sur  la 
ligne  L,  l'origine  des  arcs  en  un  autre  point,  situé  à  distance  finie, 
l'équation  (67)  prend  la  forme 

(79)  V  =  V„-£(a.^.-U.|^-^C,J')^/.. 

La  ligne  L,  assujettie  uniquement  à  ne  pas  rencontrer  S',  peut  tra\erser 
A'  en  p  -h  n  points,  entrer  dans  la  région  positive  en  p  points,  et  dans 
la  région  négative  en  n  points.  La  valeur  de  l'intégrale  [  79  est  la  même 
que  si  la  ligne  L,  après  le  dernier  passage,  au  lieu  d'aller  d'un  seul  trait 
au  point  M{x,y,  s),  allait,  sans  franchir  A',  à  son  point  de  départ  Mo, 
situé  à  l'infini,  et  de  là  au  point  M  par  une  ligne  /  (n"  60).  Donc,  en 
continuant  de  désigner  par  AV  la  partie  de  l'intégrale  (79^  dont  la 
ligne  L  a  ses  extrémités  réunies  en  Mo,  on  a 

V  =  Yo-.AV-("(A.^  +  H.|;i4-C.;|i).//.  =  Yo.AV  +  V) 

ou,  en  substituant  (78), 
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Voilà  la  forme  la  plus  générale  du  potentiel  d'un  courant  fermé  linéaire 
£',  en  un  point  extérieur  M  r.  j,  z'i.  Elle  exprime  rpie  ce  potentiel  est 
une  fonction  pi  riodique  des  coordonnées  .r,  y.  z.  dont  la  période  est 

Potentiel  d'un  système  2'  rie  courants  fermés  linéaires. 

03.   En  vertu  de  la  dciliillioii  >lu  n"  îii,  la  paitic  hicii  définie  du  po- 
tentiel d'un  système  rigide  z'  de  courants  fermes  linéaires  z\,  Z. , 

d'intensités  constantes  1'.  \', et  de  longueurs  S,.  S!,.  ....  en  un 

point  'S\[x,y,z)  non  situé  sin-  une  des  lignes  S',,  S...  ....  est  la  somme 

des  parties  bien  définies  des  potentiels  de  ces  courants  : 


(»•/  ^£'=51 


^2'. 


G4.  Ce  potentiel  ^'î^est.  comme  toutes  ses  parties  in"i>8j.  infini- 
ment petit  à  l'infini. 

G.">.  Les  formules  (66),  (72),  (73)61(76')  s'appliquent  au  système  2'. 
en  remplaçant  les  fonctions  (70)  par 

I,a  formule  (80)  se  généralise  au  moyen  du  lennne  suivant. 

(»G.  l-e  potentiel  V  de  tout  système  rigide  M' ,  pouvant  comjirendre 
«les  courants  fermés  perman<>nts.  des  aimants  dont  le  magnétisme  est 
rigide,  et  le  magnétisme  terrestre,  en  un  point  M(a;,j,  z)  extérieur  au 

système,    est  la  somme  tles  potentiels  V,,  V.. V;,^  des  dilVérents 

corps  du  système,  et  d'une  constanle  arbitraire  \  0  : 

8J)  v  =  V,-hV,-+-V.,^,..-^V„,. -^  V.-^  vy^, 

Juurn.  de  Matlt.  (3-  »cric),  lomf  X.  --  M»iis  188^.  lO 
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67.  En  eftet,  les  composantPS  i]ds,  ...  de  l'action  de  M'  sur  un  élé- 
ment de  courant  extérieur  Ids,  commençant  au  point  M.  sont  les 
.sommes  dos  projections  l„'\ds,  . . .  d(;s  actions  des  différents  corj)s  doiil 
M'  se  compose 

Or  les  formules    ^o]  donnent 


r/y.      . 


'£,ds  ^   ^r-  dz 5"  f/l 

'  dy  dz    - 

Or  les  premiers  membres  de  ces  deux  derniers  groupes  d'équations 
étant  (84)  identiques,  et  les  seconds  linéaires  par  rapport  aux  trois  \a- 
riables  indépendantes  dx\  dy  d  dz,  il  en  résulte  les  trois  identités 


in-ds^ 

-r-^dz    — 

ày 

ôz  ^>'- 

l'où 

(lç„')ds=^ 

ày   ^= 

dz 

nais  elles  ( 

donnent  aussi 

,)\ 

<n\„, 

i)\ 

âl.  V,„ 

.-)V 

,)ï.\,„ 

ô.r  ~~ 

,).r 

ày  " 

"     àf    ' 

ôz 

~     dz 

(85) 

Donc  les  deux  fonctions  V  et  2V,/,  continues  en  tous  les  points  de 
l'espace  extérieur  à  M',  et  ayant  en  tous  ces  points  les  mêmes  dérivées 
(85),  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante  Yj,  ce  qui  démontre 

(83). 

68.  L'équation  (8o)  donne,  pour  les  différents  corps  du  systèmes', 

V,  =  Vo,  +  4(".-/'.)ni',  ^\^,, 


.^joutant  ces  équations  membre  à  membre  et  appliquant  (83).  on  ob- 
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tient  l'expression  la  plus  générale  du  potentiel  d'un  système  £'  de  m' 
courants  linéaires  z\,  z'.^ fermés  et  permanents, 

(86)  Vg.  =  V„  +  ',71^  'n,-  -  p,y\,  4-T?r.. 

Ciette  fonction    8(>    ailnict  d(jiic  \f>,  m'  pei'iudes 
4^1',,     4nl'j,      ....       j-l,„,. 

Propriété  i^éométriqiie  des  surfaces  de  niveau  d'un  courant  lineaiit  fermé. 
Gî).  CliMqne  surface  de  niieau 

(87)  V  =  une  constant»-  Vj 

d'un  couianl  hiicairc  fermé  Z',  d'intensité  1'  et  de  longueur  S',  passiî 
par  tous  les  points  de  S',  se  termine  à  cette  ligne,  et  fait  avec  une  auir»; 
V  =^  \\,  l'angle  constant 

(88) 

70.  En  effet,  si,  dans  le  plan  normal  en  un  point  O'  de  S',  on  dé- 
crit une  circonférence  /,  de  centre  O'  et  de  rayon  II'  infiniment  jielil. 
le  potentiel  V  du  coiu'ant,  (;n  un  point  .M  (|ui  décrit  cette  cinonféreiice, 
augmente  ou  diminue,  suivant  le  sens  du  mouvement,  de  j-l'  à  chaque 
révolution  (80);  et  si  la  lotalion  se  continue  indéfininient,  ^  varie 
d'une  manière  continue,  justpi'à  -"-  »  ou  »  .  Donc  toute  surface  de 
niveau  V  —  V4  pas.se  par  un  point  de  cette  circonférence;  étant  fixe  él 
passant  infiniment  près  du  point  ()',  elle  passe  rigoineusement  par  ce 
point:  ce  (pii  dcmf)nlr(^  un<>  partie  de  l'enoiué  du  n"  (îî). 

71 .  La  surface  \;'  -  o,  la  seule  qui  ait  des  points  a  1  infini  n"  ."»8  ,  a 
donc  au.ssi  un  point  IMo  sur  la  circonférence  anR  {fig.  \  .  La  portion 
de  l'intégrale  (-G)  ilont  la  ligne  d'intégration  va  de  l'infini  au  ponit  .M^ 
est  donc  infiniment  [)elite;  et  si  ce  point  est  pris  pour  origine  de  lare/. 


(9"' 


76 

l'équation  (76)  devient 


LE     CORDIKR. 


(89) 


K>s,'(x,Y,z) 


,r(A,^ 


B, 


àz, 


■îl)'"- 


On  peut  donc  prendre  l~  o,  au  lieu  de  /  =  —  to  ,   pour  limite   infé- 
rieure des  intégrales  (76),  (76'),  (76")  et  (76").  Cette  dernière  devient 


\''£    = 


1- /■'.,,/' I 


( x'  —  j-, ) (d/, dz'  —  ^z^ df)  4-  {y'  —  7, )  ( ds,  du.'  —  dx,  d=' 
-t-  (  j'  —  5,  )  (  da;,  d>''  —  dri  dx'  ) 


r'dlyds' 


7*1.   Prenant  le  point  O'  pour  origine,  la  tangente  positive  à  S'  en  ce 
point  pour  axe  des  s,  OMo  pour  axe  des  ce,  et  pour  ligne  d'intégration  / 
l'axe  VqM  de  la  circonférence  2r:R,  on  ne  change  pas  l'intégrale  ff)o 
en  multipliant  x, .  y, ,  z,,  x',  y',  z'  par  une  môme  constante  a,  cai-  elle 
est  du  degré  zéro  par  rapport  à  l'unité  de  longueur.  Les  siu-faces  de 

Fig.  4. 


niveau  restent  semblables  à  elles-mêmes,  et  l'angle  t^  88  conserve  sa 
valeur.  On  peut  donc  le  calculer  en  donnant  à  a  une  valeur  infinie  et 
telle  que  R  devienne  fini  :  alors,  à  toute  la  partie  de  .S'  qui  est  rejetée 
à  l'infini,  correspond  dans  ()o)  une  intégrale  infiniment  petite  :  car  elle 
l'était  évidemment  avant  la  multiplication  par  a,  qui  n  (mi  a  pas  changé 
la  valeur,  puisque  cette  |)artiede  S'  était  à  une  distance  finie  de  l'arc/, 
el  (jue  cet  arc  était  infiniment  petit.  Donc  la  fonction  qo)  varie  inflni- 
nicnl  peu,  quand  on  remplace,  après  la  nudtiplication  par  a,  Inrc  S' 


(h' 
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par  sa  i)artie  située  à  dislaiice  finie,  dont  la  courbure  totale  ot  infini- 
ment petite,  puis  cette  partie  par  sa  tangente  en  C)'. 

75.  I.a  toiiction  ()o)  cliilere  donc  infiniment  peu  du  jxttentiel  en  M 
{/'S-  l)  <^1  ""  courant  rectilii,'uc  indéfini,  d'intcnsilc  1',  coïncidant  avec 
l'axe  des  z.  Il  faut  faire,  dans  l'écpiation  fjo  .  j,  =  o,  (i2,  =  o, 
x' =  y  ==  O,  djc'  :=  dy  =  o,  et  elle  devient 

= '■.("(^••^■-'■■fe  ""■./■.■ ''•■ 

Otl 

(9')  ;  -         •. 

f      =       2  f  arc  tau-   |    -^  -  2l'..MO'M„  =  -  -.iV'l. 

On  a  donc,  en  deux  point-,  .M„  cl  M^  de  la  circunft  rcnce,  les  valeur-, 
■<?a=  — 2r|aet-(?4=  —  21'%,  dout  la  différence  est  V„  — V4=2r(4(4  -  i}„'; 
ce  qui  démontre  (88). 


i^  IV.   —   Knercik  ni;  lvction  d'ln    système   qlelco.nqie    M',  si  s- 

CEI'TinEE  OE  PBonU'IRE  DES  FORCES  ODSERVABI.ES,  SUR  UN  COIRANT 
I.IWICAinK,  KXTÉniEllR  ET  FERMÉ,  Z ,  DONT  LA  LIGNE  S  EST  FLEXIBLE 
ET    EXTENSIIU.E,     M  VIS    DONT    l'i.NTEXSITE     I     RESTE    (ONSTANTL. 

Flux  (lej'iirrc  envoyé  dans  l'espace  par  le  système    1/'  l  luil.itioii  i  (. 

74.  Le  s\stéme  .1/' est  supposé  rigide,  permanent  et  solidairi-  avec 
trois axesà  gauche  rectangniaires.  L'action  chercliee  est  expriniahle  par 
une  énergie  VV,/-  £  :  celle-ci  |Mut  être  représentée  géoniétritpKineni. 
dans  tous  les  cas,  par  un  llux  de  force,  traversant  une  aire  de  péri- 
mètre S;  et  anaivti(]uemeut,  dans  h;  cas  où  M'  se  réduit  à  un  svsleme 
de  courants  linéaires  fermes,  |)ar  une  intégrale  douille. 

75.  F^a  rej)résenlalion  géométrique  re[)ose  sur  une  propriété  d»-  la 
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foret'  directrice  J)  n"  iO)  du  système  M'  :  c'est  la  permanence  du  mou- 
vement d'un  fluide  fictif,  mouvement  défini  par  la  double  condition 
qu'il  ait  en  chaque  point  la  direction  D,  et  que  Dsoit  l'exiiression  du 
/lux  dans  cette  direction,  c'est-à-dire  Dt/o  la  niasse  fluide  qui  traverse, 
dans  l'unité  de  tem|>s,  l'élément  r/oi  de  surface  de  niveau. 

7(>.  l^e  flux  î)|' ,  suivant  la  normale  positive  i^à  réiement  r/A  d'une 
surface  quelconque,  est  défini  le  coefficient  du  flux  D,  cM  traversant 
dA,  c'est-à-dire  la  niasse  fluide  qui  franchit  </A  dans  l'unité  de  temps, 
affectée  du  signe  de  la  région  où  elle  s'inti'oduit.  Il  en  résulte  que  le 
flux  est  représenté  avec  son  signe  par  la  projection  de  D  sur  .'^ 

(92)  Dj_^-Dcos(D,/j 

ou 

{ç)^^)  D^  =  Aa  +  Efi-t-Cv. 

(94)  A.B,  C     et     a.  /S.  7 

désignant  les  composantes  de  D  et  les  cosinus  directeurs  de  r  ;  et  que 
les  flux,  dans  les  directions  positives  des  axes,  sont  les  composantes 
(le  D  dans  ces  mêmes  directions 

(95j  n.i=A,     D^=B,     D^  =  C. 

77.  Le  fluide  fictif  étant  conçu  comme  représentant,  par  son  mou- 
vement, le  champ  de  force  du  système  M',  so\t  p  la  densité  de  ce  fluide, 
a  l'instant  /.  au  point  M,  dont  les  coordonnées  œ.  y.  z  sont  fixes.  C'est 
inie  fonction  des  quatre  variables  indépendantes  a-,  y,  :■,  t.  Le  mou- 
vement satisfait  à  lénuatioii  générale  de  continuité  -r-^  -^.  ■  --i-  ^  =  o 
ou(95j 
,    -,  r)A        «^B        dC        d^ 

(96)  <ï7 -"  j^  +  ;^  +  5/ ="' 


,       ,  dX        dB        dC 

(97)  d:;-^d7  + jï=°' 
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et  ToquatiDii  de  < oniiiuiitt-  se  réduit  a 


m  % 


=  o. 


Cette  propriété  (^98  ,  adjointe  a  la  lixite,  par  rapport  aux  axes,  des 
lignes  de  flux,  cpn'  coïncident  avec  les  lignes  de  force  de  .V  .  établit  la 
permanence  (n"75    du  moiivenicut  du  f]iii(l<>  (utif. 

78.  On  a|)pelley/«.2  de  force  émanant  du  système  M'  le  flux  défini 
par  le  mou\ement  permanent  de  ce  fluide  fictif:  et  /hi.v  de  fane  (ni- 
versant  une  aire  A,  dont  1^  désigne  la  normale  posili\e.  linte-iralc 

(99)  %.A  =  /.rD.^A. 


des  flux  de  force  Dr  f/A  <pii  en  traversent  tous  les  éléments  tl\. 
Faraday  l'a  considéré  le  premier  sous  le  nom  de  nombre  de  lignes  de 
force  traversant  A  :  puis  Maxwell  l'a  appelé  induction  magnétique  tra- 
versant A.  I.a  dénomination  di'JJu.v  de  force  a  été  adoptée  par  M.M.  Mas- 
cart  et  .loulnrl. 

7î).    i,a    propriété   uiiKpie    qui   sera    invoquée   est    represeiilre    pé- 
réquation 


Elle  exprime  (]ue  le  flux  de  force,  traversant  une  aire  A.  ne  dép«-iid 
que  de  son  périmètre  S.  Ell(>  se  démontre  en  considérant  une  antre 
aire  A,,  terminée  au  même  contour  S.  La  masse  du  fluide  fictif,  con- 
tenue dans  un  clément  du  volume  compris  eutn*  A,  et  A...  étant  con- 
stante av<'c  sa  densité  (5  (9S),  la  masse  contenue  dans  tout  ce  \olume 
l'est  aussi  :  donc  la  masse  entrant  dans  ce  \fdume,  pendant  luinle 
de  temps,  par  A,  est  égale  à  celle  qui  en  sort  par  A,.  <<•  rpn  donne 
l'identité  tj/-  ^  — £  i/_\     -  o,  étpiivalcnte  a  l'fvpiation  (looj. 

80.    On   a  donc,   pour    le    lln\    Av  lorce  eii\o\e  pai' .lA'  sur  la  iai  < 
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négative  d'une  aire  A,  de  périmètre  S,  les  notations  et  les  expressions 
diverses,  déduites  de  (92),  (93),  (99)  et  (100), 

>   ^./'.s  =  K^r.^  =  //D^^^A  =  //D  cos(D,  OdA 

(i      '  '"^  '^ 

I  =//(Aa  +  B/B^C7,rfA. 

SI .  Jtepresemalion,  par  un  flux  de  force,  de  i  énergie  des  actions  du 
système  M'  sur  un  courant  linéaire  extérieur,  fermé  et  permanent. 

S'i.  I, 'énergie  W,/  3  des  actions  du  système  M'  sur  le  courant  per- 
manent, linéaire  et  extérieur  S,  est  définie  le  travail  virtuel  'n"  13  , 
par  rnpport  à  trois  axes  rectangulaires,  fixés  à  M',  des  actions  de  ce 
système,  toujours  rigide  et  permanent,  sur  la  ligne  S,  lorsque  celle-ci. 
restant  fermée,  se  déplace,  en  changeant  ou  non  de  longueur,  mais  I 
ne  \ariant  pas,  jusqu'à  ce  qu'elle  se  réduise  à  un  point,  ou  à  deux 
lignes  superposées  et  de  sens  contraires,  ou  à  un  système  de  plusieurs 
de  ces  figures,  et  engendre  une  aire  A. 

85.  Si  le  magnétisme  terrestre  ne  fait  pas  partie  du  système  agis- 
sant Ofo',  le  travail  virtuel  relatif  des  actions  de  iiVJ  sur  £,  par  rapport 
à  des  axes  fixés  à  011/',  est  égal  à  la  somme  des  travaux  virtuels  absolus, 
rapportés  à  des  axes  fixes,  de  l'action  et  de  la  réaction,  et  \ énergie  des 
actions  /nutuelles  est  représentée  indifféremment  par  les  deux  notations 

Il  s'agit  d'établir,  entre  l'énergie  VV,,  3  (n"  82'  et  le  flux  de  force 

->/  .s  (^ïoi)'  ''^  relation 

84.  L'aire  A  contient  la  figure  initiale  S  [/ig.  5;,  deux  figures  consé- 
cutives quelconques  S,,  Sa,  et  la  figure  finale  So  de  la  ligne  du  courant, 
cette  dernière  pouvant  se  réduire  à  un  point  ou  à  deux  arcs  superpo- 
sés, comme  CD  et  DC.  Sur  ces  quatre  lignes  se  trouvent  les  quatre 
positions  successives,    généralement    inégales,  AB  =  f/5,  A,B,  =  ds,. 
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-Si 


AAV,  —  ils.,,  AoBa  =  cls^.  d'un  im'ine  clément,  de  même  intensité  I.  En 
prenant  A,  pour  origine  d'un  système  rectangulaire  d'axes  à  gauciie, 

la  normale  positive  r  en  ce  point  poui-  axe  des  :,  et  la  tangente  posi- 


Fig.  5. 


live  de  S,  pour  axe  des  .r,  on  aura  pour  axe  des  ■»'  une  tangente  inté- 
rieure à  l'aire  comprise  dans  S,,  en  vertu  de  la  convention  du  n°  55. 
Eu  désignant  par  Ôj?,  'Îj  et  5=  =  o  les  composantes  du  déplacement 
A,  A.„  le  travail  virtuel  élémentaire  dcl'action  fictive  (n°  13  de  .1/'  siu- 
l'élément  de  courant  I.  A,B,,  transporté  en  A.R2,  est 

( I «.'i)  (h[M,  1  ds,  ;  =  ;  .1/'.  I (h,  )_,  <lv  -+-  (  M',  I  f/s,  \.  ov. 

Mais  (n"  2i-)  {M',\(h,)j.  =  o,  <'t  le  terme  M/'.If/s,,.'))-  devient  ^11) 
—  IC.r/.v,  ov  ou  —l\),fls,ov  ou  —  ID,  r/A  ou  (101)  —  I£.i/',,/a;  (io3) 
donne  ainsi 


(■o'.l 


(lçlM,1fh,) 


ID,^A  =  -n„.,A- 


En  intégrant  (lo/^  |>our  tous    les  éléments  de  S,,  puis  potu-  toutes 

Joiirii.  lie  Miith    Cî'srric  ,  lome  X.  —  Mars  iSS'i.  •  ' 
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les  figures  successives  S,  de  la  ligne  du  courant,  on  trouve  (102)  en 
\crtu  de  la  définition  du  n"  82. 


85.  Si  la  ligne  fermée  S  devient  S,,  sans  que  l'intensité  1  varie,  le  tra- 
vail A(ï(j)/',  s)  de  l'action  de  M'  sur  le  courant  S,  évalué  par  rapport  aux 
axes  fixés  à  M' ,  sera  égal  à  la  variation  de  la  fonction  —  Wy  ^  ;  te  qui 
s'exprime,  selon  que  le  déplacement  est  infiniment  petit  ou  fini,  par 
l'une  des  équations 

(lOj)  rfC(3/',  £)  = -f/Wy.^c 


(106)  AS  (  J/' ,  8  )  =  W,^..  ^  -  W.v, 

(ro7)  •  <k[M',z)=ld:,,_^ 


( .  08  )  A5 ( i?/',  £  )  =  I  Ae,,.  s  =  I ( e.v,  s,  -  ^.v.s )  • 

86.  En  effet,  si,  par  suite  de  deux  déplacements,  S  devient  successi- 
vement S,,  So,  et  son  aire  A,,  Ao=o,  le  travail  virtuel  (n"  13)  des 
actions  de  .¥' sur  le  courant  £,  d'intensité  constante  I,  sera  Af  (.17',  £) 
dans  la  première  phase,  et  W,,  -  dans  la  seconde  :  il  aura  donc  pour 
expression  totale 

ce  qui  démontre  (roG);  les  trois  autres  équations  en  résultent. 

87.  Dans  le  cas  du  n°  83,  où  le  magnétisme  terrestre  ne  fait  pas 
partie  du  système  agissant  31t',  les  équations  (io5),  (106),  (107),  (108), 
démontrées  pour  les  travaux  relatifs  à  des  axes  solidaires  avec  OR.', 
deviennent,  quand  on  rapporte  les  mêmes  travaux  \  irtuels  à  des  axes 
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fixes, 

( I o5' )    fk ( on.', 2)-^cls{£,3n')=- dw.^^^ ,_ ^ , 

(loG')      Aç{3n',  £)  4- AcT(£,  3IL')  =  Wjr,,,£  -  Wjr,-,^,, 

(ïo7')    de{DrC,  £)  +  ^f  (£,  on,')  =  i</£.,r^,_s, 

(H,8')      Aè(3IL',  £)  +  Aç{z,OK.')  =  IA£,,- s=  r(£,,,s,  -  =,,,,). 

SS.  flcprcscnta/iori,  par  une  intégrale  double,  de  l'énergie  de  l'action 
TtuilNcHc  de  deii.r  courants  linéaires,  fermes  et  permanents. 

80.  Quand  k-  svstriiic  agissant  ;in.'  se  rc-tlnit  à  nn  second  couranl 
linéaire  z' ,  d'intensité  constante  1',  parcourant  la  ligne  fermée  cl  ri- 
gide S',  l'énergie  (102),  qui  devient,  en  substituant  (101  , 

(109)  W^,,£  =  -  I  ^ j{kx  4-  Bj-S  4-  Cv)./A. 

A" 
peut  cire  mise  sous  l'une  des  fornies 

(loç)')  W^,^  £  =  -  ir  f  ds  f  ds'  '.^iSÉhÉll^y^^  ^,, 

en  posant 

r=  yl{x  - x'f  +  {y - yf  ^  i^z  -  -Jf, 

(io()")  W£,  2  =  -  ir  C ds  /■'  :^Y—  ^  +  î^'  ^'  -4-  î^  '^-  1 

^'0        ^'0      '•  \às    d.i'  ^  ôs  ds'  ^  Os  ds'  r 

<lans  la  dernière  figurenl  les  trois  potentiels  (70    des  composantes  dn 
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courant 

90.  En  effet  on  a  (yS) 

^         '      '^  dr  dz    '        ^  d:  dx   '         ^'  dj:  dy 

et,  en  substituant  ces  fonctions  dans  (io()), 

(  — -■//[(^■-^■)^ 

112)  A 

Or,  S  étant  le  périmètre  île  A,  les  seconds  niendjres  de  ^iO()")  et  (i  12) 
sont  identiques  (7),  quelles  que  soient  les  trois  fonctions  continues 
F,  G,  H  de  a:,  y,  z.  I^'équation  (109'")  est  donc  démontrée  :  elledevient 
(109")  en  y  substituant  (110);  et  l'équation  109')  est  la  même  que 
(109"). 

Les  définitions  des  n"' 82  et  83,  apj)!i(|uée.s  à  l'éner^^ie  W£'  -,  sup- 
posent la  liyne  S'  rigide.  En  écartant  cette  restriction,  on  obtient 
l'énoncé  suivant  : 

91.  L'énergie  W^.  c^  des  actions  que  deux  courants  linéaires  Z,  z', 
d'intensités  1,  1'  constantes,  exercent  l'im  sur  l'autre,  est  la  somme 
des  travaux  virtuels  (n°  J5)  de  ces  actions  mutuelles,  lorsque,  I  et  1' 
restant  fixes,  les  lignes  S  et  S'  de  ces  courants,  toujours  fermées,  se  dé- 
placent, en  changeant  ou  non  de  longueurs  et  de  figures,  jusqu'à  ce 
que  l'une  des  aires  A,  A',  dont  elles  sont  les  périmètres,  s'évanouisse. 

92.  Pour  le  démontrer  (n°  91),  soit 

(u3)  (k^d(E{Z',Z)-^  ds{z,z') 
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la  somme  dos  travaux  élémentaires  virtuels  des  actions  mutuelles,  dans 
le  temps  dl,  après  lequel  £  et  z'  sont  devenus  £,  et  z\.  Cette  somme 
est  la  même  que  si  les  deux  déplacements  étaient  succcisifs;  et  comme 

on  aurait  alors  'loG) 


et 

on  a  en  réalité 


dç.{z,,Z']  =W£,_^  -Wr-_2,. 

et,  en  intégrant  de  /  à  /,, 

(ll4)  AC  =  Wr.,£  -Wr.   r    =  _  AW-,  j;, 

£.,.  s'j  étant  ce  que  deviennent  Z  et  £'  à  ["instant  t.,.  Kt  si,  à  cet  inslant, 
l'aire  A  est  nulle,  le  flux  de  force  (99)  qui  la  traverse  l'est  aussi,  et 
(102)  doiuie  W2,,£.  =  o.  la  forme  symétrique  fior)")  de  cette  fonc- 
tion montre  qu'elle  s'annuh;  aussi  avec  A'...  Alors  11  |)  se  réduit  a 
l'équation,  qui  démontre  l'énonce  i\\\  n"  91 , 

(II. 5)  G-W£.,£. 

95.  L'énergie  W;-)|;.£  (n"  8.">)  exprime  le  lia\ail  viitud  n"l,'»,p;ir 
raj)|)ort  à  des  axes  fixés  à  OIl',  tie  l'action  de  :)\'J  siu-  Z;  elle  exprime 
aussi  la  sonnne  des  travaux  virtuels  absolus  des  actions  réciproques 
entre  le  système  rigide  et  permanent  OR'  et  le  courant  Z,  lorsqu'ils  sont 
lrans|iorlés  à  une  distance  mutuelle  infinie,  sans  variation  de  l'inleri- 
sité  I,  mais  la  ligne  S  pouvant  changer  de  longueur  et  tle  fiijure. 

Car.  en  \vy\\\  de  l'équation  (io6'\  tout  se  réduit  à  prouver  que,  en 
Iransporlaiil  C  a  1  iiifuii,  on  rend  inlinimcnl  petit  \V,i|-l'  Z  •  o"  ('<Jii') 
'.i|l',s,i  ""  (•"')  1*-'»  trois  fonctions  ^■:^\-^■,  l'».!)».',  Ci^.'.  ou  les  dérivées 
premières  do  Vj^l"  C'est  ce  qui  a  été  démontré  (n"  49). 
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9i.   L'énergit'  W^'  ^  =^  Wq  ^,  des  actions  mutuelles  de  deux  sys- 
tèmes 

fii6)  z     et     C' 

eomprenaiit  respectivement  les  courants 

d'intensités  constantes 

1,,  L,  ...,  i„,  ...,  iv    t't    r,,  i;,  ...,  i„„  ...,  i;., 

dont  les  lignes  fermées 

S,,  S..  ...,  s„,  ...,  S,    et    S',,  S,,  ...,  s„,,  ...,  s;, 

peuvent  se  mou^oir  en  changeant  de  longueurs  et  de  figures,  sera  définie 
la  somme  des  travaux  virtuels  (n°  15)  des  actions  mutuelles  de  tontes 
les  combinaisons  d'un  courant  du  système  C  avec  un  courant  du  sys- 
tème £.',  lorsc[ue  les  deux  systèmes  se  déforment  simultanément,  jusqu'à 
ce  que  toutes  les  aires  ayant  poin-  périmèlres  S,,  So,  ...,  S„,  ...,  S., 
s'annident  à  la  fois;  et  si  l'on  pose 

F„="yi„./"'"— (4^)  ds„., 

3\\  am'a 

..8)    ws,,,  =  ws,,.=  -|i„/'-(^,.-„^  +  G„ii^  +H„|-;)A., 
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Oll 

(C^'^'  ds.,,  (dx„dx\,      f)y„dy'„,  i)z,,ôz'„,\ 

Jfi  >'n   n'\  às„    ds„,  ()s„    dï„,  ()s„  <)s    ,  I 


uS'l 


r„  „'  désignant  l;i  (Ii->tanc('  de  c/s,,  à  ds]^,. 

Cette  géïK  ralisation  de  l'énoncé  du  n"î)l  s'en  définit  iniuiédiatcnicnt 
par  une  double  soinnialioii.  Klle  n'est  écrite  qu'en  vue  des  applications 
ultérieures. 

9o.  L'énergie  W,/.  £  des  actions  du  système  M'  sur  le  svsténic  Z 
(i  iG)  de  V  courants  fermés  permanents  se  déduit  aussi,  par  une  som- 
nialion,  des  formules  (102)  et  (  101  ) 

Celle  équation  ne  suppose  pas  le  système  Z  rigide;  mais,  quand  il 
l'est,  on  aperçoit  inmiédiatement  deux  cas  où  les  fondions  A„,  ll„. 
C„  peuvent  sortir  des  signes  sommatoires,  et  être  remplacés  par  leurs 
valeurs  A,,,  li„,  C„  en  un  point  ^I„(j:„,  Vq,  ^u  »  unariablement  lie  à  Z. 

!)(>.  ].e  premier  cas  est  celui  où  les  trois  fonctions  A„,  I')„,  C„  sont 
constantes  en  tous  les  points  d'un  volume  comprenant  Z  el  M,,. 

î)7.   Le  second  cas  est  celui  où  le  svstème  z  est  iuruiiinciil  petit   it 
infiniment  voisin  du  point  AI,,. 
Dans  CCS  deux  cas,  soi<'nt 

les  prt)jecli(ins,  sur  trois  axes  à  gauche  rectangulaires,  de  la  resultanti' 
(120)  k„=I.,A., 


de  toutes  les  forces  fictives 
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k„  =  I„^/A„, 


appliquées  à  tous  les  éléments  dA,„  dans  les  directions  de  leurs  nor- 
males positives  r  „,  définies  par  leurs  cosinus  directeurs  a„,  |3„,  •/„  ;  d  oii 

"='    "AT 

Dans  les  deux  cas  des  n<"  96  et  97,  (119)  devient 

(122)  W.i/.,£=  -]v„(A„a„+Boi3„  +  C„7„). 

98.  C'est  pourquoi  l'élément  fictif  de  solénoide  ^0.  d'intensité  con- 
stante lo  et  de  moment  kp  (120),  dont  l'aire  A^  est  plane  et  contient  le 
point  Mo,  et  dont  l'axe  1^0  {Tg-  (i)  ^^  pour  direction  celle  de  la  force  k» 

Fie.  6. 


(121),  sera  appelé  Y  élément  de  solénoide  correspondant  au  système  Z  : 
son  axe  J^o  <?'  son  moment  k„  seront,  par  définition.  Vaxe  et  le  r?wment 
du  système  2 . 

l.a  formule  (122)  résulte  immédiatement  des  notations  (  1  21),  en 
vertu  descpietles  les  seconds  membres  de  (1  if))  et  (122)  sont  identi- 
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'l'ics.   i:llc  pput  s'écrire 


Jl'F.S. 


«'J 


'•I  '•llr  jXMit  sViionccr  ainsi  : 

î>î>     .1/'  agit  sur  z  ronimc-  siir/„. 

UK).   L'énergie  (...,  étant  ,1c  la  forme  (.G),  l'action  de  M'  sur  z  se 
K-.l,nt  a  une  force  appliquée  au  point.M„.  avant  pour  composantes    o", 


't  IH'ur  mon„.nts  par  rapport  aux   axes,  fp.and  ,.n  pren.l  M 
giMe(  ,G,  .^G'et  i2i).  " 


pour-  ori- 


^AV,,..^ 


{'251  J  fj/'    -r)      -_  ^W.„-.3 

^as  („     Jb  et  J7),  en  prenant  pour  origine  O  {Jï^.  G    ],.  pou.t  M., 


CA^.  7  .  p<M.r  :.x,.  .les  .r  la  force  directrice  U„  <lu  système  .»/'  en  ce 
'"•""•  '■'  ■  !■'"'  ''""^  •^'^■^'"i  •'••  '■ '"Fl"  (D„.  Col  =  (^^,.  les  eqna- 

Journ.  ,/,.  ../„,/,.  (T  HTie}.  lomo  X    -  Mam  ,881.  I  2 
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tions  (122)  et  (laj),  dans  lesquelles  il  faut  faire  A„  =  D„,  Bo  =  i'-a  =  o, 
«0=  co?,{xy),  160=  siii(a:y),  7,,=  o,  (levicnncnt 

(126)  w,,,,e  =  -k„D„=^„. 

(127)  (il/',£)„=o,     (M',3),^=o,      (.]/',£),.,.= -k„U„sin(a;/). 

101.  Donc,  dans  les  deux  cas,  le  couple  est  dans  le  plan  de  l'angle 
1  U„,  i^„),  tend  à  diminuer  cet  angle,  et  a  pour  moment 

(.28)  (/»/',  c),,=  -k„l)„sin(D„,.C„). 

Ce  couple  (128)  est  de  même  forme  que  celui  qui  déterminerait  le  mou- 
vement d'un  pendule  mobile  autour  du  même  axe  Or,  si  la  pesanteur 
agissait  dans  la  direction  D„.  Donc  : 

102.  Si  le  système  rigide  £  |)OUvait  osciller,  sous  l'action  de  M'. 
autour  d'un  axe  fixe  passant  par  le  point  Mo,  sans  variation  des  inten- 
sités I„.  contrairement  aux  lois  de  l'induction,  les  petites  oscillations 
en  seraient  isochrones.  On  sait  d'ailleurs  que  l'inducliou  donne  nais- 
sance à  une  force  proportioiuielle  à  la  \itesse  angulaire,  amortissant 
les  oscillations,  mais  n'en  troublant  pas  l'isochronisme 

105.  Si  le  système  rigide  C  est  assujetti  à  tourner  autour  de  son 
centre  de  gravité  M„,  il  résulte  des  équations  (1  27)  que  son  axe  oscillera 
autour  de  la  force  directrice  D„,  au  point  Mo,  du  système  extérieur  3/'. 

Dans  les  deux  cas  des  n"^  9()  et  97,  l'énergie  (1  2G)  peut  s'écrin- 

fi29)  Wy.,£=  -  k„DoCos(D„,  j;„), 

et  l'on  a  (106) 

(i3o)  A(?  ;)/',£)  =  W- Wo, 

W  désignant  la  valeur  initiale,  et  ^V„  la  valeur  finale  de  la  fonction 
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fl2()).  I.oi'Sf|llc  la  \;ili'ili-  riii;ili' est   iiilllo, 

(l'il)  W„  =  o, 

I  ('(inalioii  ;  i  jo  <lc'\  iciit 
(i32)  C-,M',Zj       W  . 

<  )r  la  condilioii  i  i  I  I  est  satisfaite    t  vtfj    poui- 

(l'Vi)  (D.  »')=-, 

et  |)()iir 

(iM)  D  =  o. 

loi.  Soit  OIV'  If  système  .1/',  (|iiaii(I  le  iiiaijiiclisiiie  lettvstri-  n'en  lait 
|)as  |)arli(>. 

10."».  l/énergic  (i2f))  rcpn'sciite,  dans  tous  les  cas,  le  travail  \ii- 
tiiel,  par  rapport  à  des  axes  fixés  à  J/',  de  l'aetiou  de  .]/'  sur  le  svslenie 
2,  tournant  autour  de  son  centre  de  gravité,  jusqu'à  ce  tpie  son  axe  )^ 
V  devienne  perpeiulictdaire  à  la  force  directrice  1)  dti  s\>téme  agis- 
sant M'. 

I0(>.  Dans  le  cas  du  n"  lOi,  I  énergie  (129;  rej)nsente  le  Iravail 
\irluel.  i>ar  rapport  à  des  axes  fixés  à  OR',  des  actions  de  OR'  sut  le 
svstéine  2,  transporté  à  une  distanc»>  infinie  d<'  OR'. 

Car,  à  cette  distance,  laclion  nnituelle  étant  infinunenl  petite,  le  Ir.i- 
vail  virtuel  de  la  rotation  (i28\  et,  par  suite,  le  facit  iir  P,,  de  1  équa- 
tion f  129   est  infiniment  petit,  et  la  condition  (1  i'i     est  satisfaite. 

107.    Dans  le  même  cas  particulier    11"  lOi  ,  lf>,  npiations^i  Jo    et 


()9.  I.i;    Ci)RD!FR. 

(i  3-2)  (leviL'iinent 

(i35)  Ae(31l',  £)  +  AÇ(£,31TL')  =  W  -  W„, 

(i36)  e(DlL',  £)  4-5(£,3ri.')  =  W; 

et  les  premiers  membres  représentent  la  somme  des  travaux  virdiels 
absolus  fies  actions  mutuelles  des  deux  systèmes,  transportés  de  leurs 
positions  initiales  à  leurs  positions  finales,  que  sépare,  dans  (i36  ,  une 
dislance  infinie.  En  effet,  ils  représentent  la  somme  des  travaux  virtuels 
relatifs  des  actions  de  .m'  sur  z,  par  rapport  à  trois  axes  fixés  à  31*.':  et 
celte  seconde  somme  est  égale  à  la  première,  les  actions  mutuelles  des 
deux  systèmes  étant  de  nature  à  se  faire  équilibre  sur  un  système  rigide. 

108.  I.a  partie  bien  définie  V£'  du  potentiel  d'un  système  rigide  et 
infiniment  petit  z'  de  courants  linéaires  fermés  et  permanents  est 
égale  à  celle  de  l'élément  correspondant  X'„  de  solénoïde    n°  98  . 

En  effet,  en  prenant  pour  M' im  élément  de  solénoïde  X',  de  moment  k 
et  d'axe  i^,  et  permutant  les  accents,  (i23)  devient 

('37)  ^V,.£,-W,^,.=o. 

Mais  (G i)  et  (Gu) 

0\z'  _^y<'z 


et  pareillement 


et,  en   substituant    tians  {\'i~},   ^^^^y^: ^i=;().    Donc   la   (lilterciice 

<*£'  —  Xh' ,   à  la  fois  constante  en  un  point  quelconque,   ou  Ton  peut 
tdujoins  jilai'cr  /{•,  et   infiniment   [letite  (n"  .">8    à   l'infini,  est  irlenti- 
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i|lictlicill  mille,  ce  cjlli  ilcmollll'C     11"   lOS 

s^   V.    —    Sfcondi:  MiininDE   pour   la   son  tion   uv   mPme   puoisi  imf.. 

lOÎ).  Iji  \cilii  (le  l;i  tliforie  qui  précède  et  ion(onnéiiieiit  ;i  n-lic 
(I  Aiiipcrc,  l'ai  tioii  du  système  extérieur  M',  rigide  et  invarial)l<"  dans 
sa  (  niisiiiulioii  |)livsique,  pouvant  comprendre  des  courants  fermés,  des 
aiiiKiiilset  le  magnétisme  terrestre,  sur  un  courant  fermé  et  rigide  z, 
(rinteiisite  coiislanle  !  et  de  longueur  S,  fixe  par  rappoit  a  .1/  ,  a  lo')  ■ 
pour  travail  el('niciilnii<'  \irtiiel  n"  l."»  ,  |)ar  rap|)iirl  à  des  a\es  fixes 
a    )/  . 

>]<;))  dc{M  ,Z,  —  -  '/^^  i/.r, 

et  l'énergie  de  l'ai  tioii  (!<■  .1/'  sur  Z  est    102 

1  '  'l'»  ^^ }V,Z  =  —  '  =  i/.s- 

le  lliix   (le  iorce  eii\i)\e  par  .1/'  sur  la  face  iiegali\e  (l'une  aire  A.   ter 
iiiiiiee  au  périmètre  S  étant  (loi 

(  1  1 1  sj/.s  =  //  A  a  +  W^'j  -<-  (  :  V  il\  , 

A 

\,  WA-  désignant  les  coiiiixjsantes  de  la  Iorce  directrice  1  )  du  s\  sic  me  .1/ 
en  un  point  de  réiément  f/A,et  «,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male pf)siti\c  en  ce  |)oiut,  normale  cpi'un  ohsei'\ateur.  traverse  des 
pieds  I  la  lete  |>ar  le  <()iiraii  t  1.  \errait  à  sa  gauche,  (".es  trois  lormiiles 
cqunaleiit  a  la  iormule  uiii(pi<' 

I  \l  ik-    M\  Z  ]  =  lr//j\-\«-^  nj3H-(.7  </A. 

\\{).    I^es  cas  dCipnlilire  iiiMiipiés  dans  le  Jj  II  n  avant  pas  tmis  <>lé 
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observés  d'une  manière  satisfaisante,  on  pourrait  douter  de  l'oxactirTulc 
(le  l'équation  (i4-)»  p"  partie  déduite  de  ces  équilibres,  Mais  Weber 
a  véiifié  avec  beaucoup  de  soin  la  fornude  d'Ampère  (io5  et  109') 


:i4'^)  dG{z',z)  =  ll'df\hr 


(h 


I  cos  (  ds,  (h'  ) 


à  laquelle  se  réduit  (1/12),  dans  le  cas  où  il/'  est  lui  courant  fermé 
linéaire  £',  d'intensité  1';  et,  par  suite  de  vérifications  idtérieures,  cette 
formule  (i-V-i).  malgré  sa  complication,  est  un  des  principes  expéri- 
mentaux les  mieux  établis.  Posant  comme  un  postulatum  le  principe 
sMi\,int  : 

111.  L'action  du  svstème  M'  sur  un  élément  \ih  de  courant  linéaire 
extérieur  se  réduit  à  une  force  unique,  appliquée  à  ds  et  proportion- 
nelle au  produit  \ds;  il  s'agit  de  démontrer  cet  autre  énoncé  : 

112.  Le  problème  de  l'action  du  système  71/'  sur  un  élément  Irfi  de 
cotn'aiit  linéaire  extérieur  n'a  qu'une  solution  compatible  avec  les|)riii- 
cipes  exprimés  j)ar  l'équation  (i/p)  et  le  n"  111  :  elle  (>st  donnée  jjar 
les  formules  (11)  d'Ampère 

I  [M\lds)^=\{i^dy  -^dz)  =\\ds, 

(iVt)  <   [W ,\ds\=\{kdz  -Q.dx)  =  \fids, 

\   [M'Ads],  ^KBdx-  kdy)  =  \^ds. 

La  démonstration  de  l'énoncé  112  repose  sin-  le  suivant  : 

I  15.  Lcinjne.  —  Lorsqu'ini  svstème  M'  de  plusieiu\s  corps,  sus- 
ceptible de  .se  réduire  à  un  seul,  et  dont  cbacun  ne  peut  produire,  sur 
tout  élément  de  coxn'ant  linéaire  extérieiu",  (pi'iuie  force  unique,  appli- 
(piée  à  son  milieu,  n'a  pas  d'action  siu' les  courants  linéaires  extérieurs, 
fermés  et  rigides,  il  n'eu  a  jjas  non  plus  sur  un  élément  extérieur  de 
courant  linéaire. 

II  suffit  de ilémontrer  que  les  trois  forces  .1,,  \ii>,  Z  [Jig.  8),  prodmles 
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9^ 


|);ir  M'  sur  les  milieux  a,  ,3,  y  des  côlés  iiifiniinciil  |t<lits  d'un  lomaiit 

fcniic  triangulaire  rigide  I.ABdA,  et  s'v  faisant  éijuililjre,  sont  nulles. 

Supposons,  si  c'est  possible,  cpie  (  ne  le  soit  pas.  Avant  un  moment 

nul  par  rapport  à  /3y,  elle  est  dans  le  plan  du  triangle,  et  doit  v  rester. 


ri,;,   s. 


s'il  tourne  autour  de  BG.  Donc  elle  est  tangentielle,  et,  composée  ii\e< 
11!),  qui  est  nulle  ou  dirigée  suivant  AC,  elle  donne  une  résultante,  (pu 
ne  peut  être  nulle,  et  qui  passe  par  le  point  C.  Or  la  Inree  Z.  ipn  m 
peut  agir  que  suivant  AI5,  ne  peut  détruire  cette  résidlanle;  ce  (pn  con- 
tredit rinpothése  et  démontre  le  lennne  par  l'ahsurde. 

m.  Ce  lennne  établit  l'énoncé  112,  c'esl-à-dire  l'identilede  deu.\ 
forces  définies  par  les  expressions  générales  de  leurs  composantes 

Iqih,      lr,(/s,      ]'Çcis     ,  solution  d. Ampère  ] 
et 

I(5-f- |,)</y,     l{-ïi -hfi,)ds,     l['Ç-h  :;,)ds, 

ap|)li(pn'es  au  milieu  de  ds,  et  représentant  des  actions  de  .)/'  sur  ]c/s. 
compatibles  avec  la  formule  (i/j^)  et  le  principe  du  n"  111. 

i'.dv  les  intégrales  des  travaux  élémentaires  virtuels  de  ces  deux 
loices,  étendues  à  tons  les  éléments  d'une  ligne  quelconque  S,  fermée 
et  rigide,  dont  ds  fait  partie,  sont  égales  (i4*-i)  pour  tout  déplacement 
indninic'.it  petit  de  cette  ligne.  Donc  leur  différence,  ou  l'intégrale, 
par  rapport  à  S,  du  travail  élémentaire  delà  force  complenientain".  (pu 
a  pour  composantes  ^,ï(fs,  vjjU/i,  'Ç,lds,  est  identiquenu-nt  nidlc  poin 
le  même  déplacement;  ini  système  fictif,  qui  produirait  sur  Ids  celte 
foi-i-e  coMipletncnlaiie.   ne   poui'rait   agir  sur  aucun   courant    linéaire 


qÔ         I.r.    CORDIEll.    —     THliORIi:    des    actions    KLFXrRODYNA.MIQrES, 

l'ernu"  ot  rii^ide,  ni  par  suite    n"  1 15    sur  ^(ls.  Donc 


ce  (jui  (U'iiioiitre  renoncé  du  n"  I  12. 

115.  Ainsi,  à  l'ensemble  des  principes  du  §  11,  qui  renferment  deux 
postulata  (n"*  25  et  24),  on  peut  substituer  la  relation  (142)  et 
l'énoncé  du  n"  111,  qui  n'en  renferment  qu'un  (n"  111),  et  qui  sont 
incompatibles  avec  toute  solution  différente  de  celle  d'Ampère 

ll(i.  Ce  résultat  a  été  démontré  anal\ tiquement  par  M.  Maurice 
Lévv  au  Collège  de  France  (Leçon  du  1  i  février  1881),  pour  le  cas  où 
le  système  agissant  est  un  courant  fermé  linéaire.  Le  lemme  (i  i3)  en 
fournit  une  démonstration  syntbétique,  applicable  à  l'action  du  système 
général  .1/',  qui  peut  comprendre  aussi  des  aimants  et  le  magnétisme 
terrestre. 
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Sur  le  principe  de  la   moindre  net  ion, 
Par  m.  JOl  KOVSKY, 

Trofcsscur  ii  l'Kcoli-  l'ulvlfilmiquc  de  Moscou.' 


I.  lA'tlicorcmc  de  la  moindre  action  acte  complété  parM-Scnef  i  '  ). 
qui  a  démontré  que  la  variation  du  deuxième  ordre  de  l'action  est 
«•ssentiollement  positive.  L'analyse  du  savant  géomètre  étant  assez  dil- 
ficile.  il  m'a  semblé  (pi'nne  démonstration  |)lus  élémentaire  du  théo- 
rème ne  serait  pas(léj)oinvne  d'intérêt. 

îi.  Soit  donné  un  .système  de  n  points  à  /;  liaisons  dans  sa  position 
initiale  «,  r/,.  ....  soumis  à  l'action  des  forces  ayant  une  fonction  |)o- 
tentielle  L.  Examinons  deux  mouvements  extrêmement  voisins  de  ce 

système  :  af,  aj^,  ...  et  ah,  aj} pour  lesquels  la   constante  h, 

dans  l'intégrale  des  forces  vives 

(')  U-F  +  A=o. 

est  la  même.  V  étant  la  .sonnne  des  forces  vives. 

lin  désignant,  avec  ;M.  Thomson,  par  ia.f)  l'action  dans  le  premier 
nioiivcmenl  et  [lar  /  le  temps  de  ce  inoiixernent,  écrivons 

on.  a  cause  de  la  formide    i), 

{a,/)  =  f   (U  +  F-f-Zilr//. 


(  '  )  Comptes  rendus  des  séances  de  f  tcadémie  des  Sciences,  i.  \.\\U.  p.  <>o»!- 
1871. 

Junrn.  ,lr  Math.  [V  série),  lonic  X.  —  MiBs  18S4.  I    » 
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Dclcniiiiions  la  vaiiation  (a,  b) —  \a,f). 


(«'^)-(«'/)-/'^i-'+C'l(S--:?r^'-ï^^ 


(Il 

h:  Hl.r         ,ly  cPjV         r/z   d'jz 


liileiiioMs  pai'  parties  : 

/  '    V'       /  "'■'■  'Z^''         dy  doy         dz  r/ iz\    , 

i  L"'[7u-dr^1n^^Ti'dr)'^' 

r   V^       /(/-.'■■  ^  d- y  ^  d- :.  ^     ,    , 

-_  /  2j '"  *  ~dF  "■''  -^-d^^y^d?"^^  '''■ 

Mais  on  a 

/  c?.r  =  .>.      /'aV  =  àl'x  -  l'~l^  rî/, 

Ixiimili'  dans  laquelle  c  représente  la  vitesse  du  point  /^  os  l'elemcnf  ///, 
cl   y  un  an^le  entre  r  et  5i.  Il  vient  ainsi 

/'    V'       /  d.r  dot-         dy  </ iy         dz  r/o.-,     , 

.(   l"idl-dr  +  7n-^  -^dJ  -df)'^' 
=y  nn' vos  01.  as  — I  2  F  0  / 

et  la  \aiiali()n  desient 

(a,  h)  —  (<'../     —  N  we  cosa  &s 


,    Zj       V  da-  dr- 


—  f'I  -r-r     O.r 


dV  dU\  ^  .d\  d-^z  .^ 

dy  dl-  '    ■  \  dz  d/-   ' 


pni.vripi;   df,   l\  :\roixi>RE   action.  qq 

l,'iiilé<^raU'  est  iiiillc  :i  cause  de  la  (oriimlc  f^éiicralc  ih-  la  l)\  iKiiMiiiiii-. 
et  nous  trouvons 

I  î  )  :  a,  b)  —  [cuf]  =  Imv  COS7.  as. 

Ainsi,  pour  que 

il  faut  et  il  suffit  (juc  les  (''IcnicMts /7>.  /, /> salisf'assoiit  l'étiualion 

(4)  >;/W('COsy.  of  =  o. 

Noiis  nonuiuTons  les  clcniciits /A.  /", />,,  ...  ]fii  lignes  de  l'égale  action . 

5.  (',oni|)arons  l'aclion  a,  e,  ci)  dans  un  nionvcrncnl  réel  a\cc  l'ai- 
tion  la,  h,  d)  clans  un  niouvcnient  quciconcjuc,  coni|)atil)l<'  avec-  l<-s 
liaisons  et  satisfaisant  à  ré((uation  i  ,1a  constante/)  étant  la  nirnic  dans 
tous  les  deux  inouMineuts. 

Soient  b,  />,,  ...  les  j)()sitions  simultanées  des  points  du  s\stenie  dans 
le  seconii  niouN  enieiil .  Conslrnisons  les  Irajecloires  «/>.  afb^,  ...  d'un 
mouvement  réel  auxiliaire  ayant  aussi  de.s  j)oints  simultanés />.  b,,  ... 
et  la  même  conslanle  /i.  Ce  mouvement  auxiliaire  sera  entièrement  fixé, 
nuisciue  nous  aurons  pour  la  détermination  de  'in  —  p  composantes 
arbitiaires  des  vitesses  initiales  3« —  /*—  i  équations  exprimant  cpie 
les  points  du  système  passent  en  même  temps  en  b.  b,.  ...  et  uni- 
équation    i   . 

Construisons  pareilh'ment  les  Irajectoii-es  ac.  n,r ilii  mouve- 
ment auxiliaii'c  pour  les  points  sinnillanés  c,  c,,  ...  et  pour  tous  les 
autres  points  simultanés  du  mouvement  abd,  a,b,d 

Kliminons maintenant  f//deraclion  a.  b.  d  a  1" aide  de  la  formule  i). 
connue  le  lait  M.  Jacohi, 


'-•>) 


a,  b,  d]  =  f\'2'V  -hh^lm  dl- . 


oiidl.dl sont  les  éléments  des  trajectoires  abd,  a,b,d,.     ..   par 

courues  dans  le  temps  dl. 

.Soient 

dl-bc,     dl,=^b,c 
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îMenons  par  les  points  h,  b,,  .  .  .  les  éléments 

fb  =  os,     /,  i,  =  §5, , 

des  lignes  de  l'égale  action  pour  les  mouvements  auxiliaires,  les  points 
/,/,,  .  ■  •  étant  placés  sur  les  trajectoires  ac,  a,c^,  . . .,  et  posons 

Nous  avons 

dl-  =  dn'^  -^^s'^  —  2  d'j  ^s  cosa. 

Multiplions  par  la  masse  m  et  prenons  la  somme  étendue  sur  tous 
les  points  du  système, 

Im  dl-  =  2/w dr;'-  +  Im  ^s'  —  2lm  r/7  c?5 cosa. 

Par  l'équation  (4). 

Ini  d'y  &S  cosa  =  dt,  Irnv  os  cosy.  =  o. 

dt,  étant  l'élément  du  temps  dans  lequel  les  points  du  svstéme  parcou- 
rent les  arcs  infiniment  éloignés  /c, /je, On  aura 

Im  dl-  ^  Imd':', 
ou 


(6)  V'2 [U  -hh)\lm dl- > V 2 ( U  -+-  A ) \;lm  di- . 

Mais  nous  avons 


\2{U  -h  /i)\  Imd^'-  =  {/,  c)  —  {n,  c)  —  {a,f)  =  {a,c)  —  {a,  b]=z  d'à.  b). 
et  la  formule  (G)  devient 


\/2 ( U  H-  h)\lmd[-'^  d[a,  b ]. 

Prenons  de  toutes  les  deux  parties  l'intégrale  étendue  sur  tous  les 
éléments  des  lignes  abd,  a,b,d,,  .... 

(7)  f^,!2{U-^/i)slnidl->  {a,e,  d), 

ou  par  (.)), 

{a,  b,  d  ^[o,  e,  d).  c.   q.    f.   d. 
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Sur  les  Jonctions  itératives; 
Par  m.  Jules  FARKAS. 

Professeur  à  ri.nivcrsité  de  liiulapcslli. 


lîii  sii|)[)osaiil  /■  iiM  nombre  ciilicr  et  positif,  l'itcr.itivc  de  A""'""  deyrc 
(le  la  loiiclioii  J\:  ,  désignée  |)ar /*  :■  ),  ou  z-/^,  est  définie  par  la  formule 
lécunenle 

=A=^y  i-A-i  ).    -1)  =  -• 

Sur  la  théorie  générale  des  fonctions  itératives,  il  nv  a  (|iie  deux 
.Mémoires,  publiés  par  jM.  F..  Sehroeder  dans  les  Annales  de  Clebscli. 
Les  questions  traitées  par  IM.  Sehroeder  sont  celles  de  la  conver- 
gence (  '  )  et  celle  de  l'itéralitjn  analytique  (-).  En  supposant  la  fonction 
/[:■)  liolomorplie  dans  Paire  T,  et  (|ue  toutes  ses  itératives  soient  des 
points  de  l'aire  T,  si  l'algorithme  z,,  tend  vers  une  même  limite  quand 
le  nombre  k  devient  infini  d'une  manière  qnelcontpie.  la  limite 
liiii  Z;(=  Ç  est  une  l'acinc  (le  l'eiiuatidii  /  (;    =  c.  parei>  (pi'alors  on  a 

lim:;^^,  =  lim;^: 

(l'on,  cil  \  ri'iii  (le  la  (icfiiiilion,  lim  /\r;,  i  =  liin  Z),,  c'esl-à-direy(Ç  i  =^  Ç. 
C'est  dans  ce  cas  que  les  itératives  sont  dites  convergentes  dans  l'aire  T. 


(')    l  clicriiiicmllicli    fii-tr     [l^nrilliiiicit    ziir     \iilhisuni;   <tri    Glfiilitin^vH . 
t.  11. 

(-)    l  fhcr  itcrirlf  l'anctioiii'ii.  {.  111. 


Si  la  fonction  f[z)  satisfait  à  certaines  conditions,  ses  itératives  sont 
convergentes,  et,  dans  ma  première  Note,  j'établis  une  sorte  de  telles 
conditions.  Le  problème  de  l'itération  analvtique  a  pour  but  d'expri- 
mer les  itératives  d'une  fonction  analytique  par  une  fonction  analy- 
ti([iie  (If  l'indice  A"  considérée  comme  variable  indépendante.  En  éten- 
dant la  définition  de  Zi^  sur  des  valeurs  fractionnaires  et  négatives  de 
Inulire  /  ;  ilans  ma  seconde  Note,  j'établis  et  je  traite  la  forme  générale 
de  la  fonction  analytique  de  deux  variables  V{k.  z)  définie  parl'expres- 
sion 

V{k,z)=f[z). 

l.  —   Sur  la   converge-\ce  des  fonctions   itératives. 

1.  Désignons  par/(T)  l'aire  décrite  par  le  point  r,  =/[z  (piand  le 
point  z  décrit  l'aire  T. 

A  faire  /(  T)  est  située  dans  l'aire  T  et  que  l'aire  T  se  puisse  concen- 
trer en  un  point  Ç  de  manière  q.ue  l'aire  /(T)  reste  toujours  dans 
l'aire  T,  les  itératives  def[z)  sont  convergentes  dans  cette  aire. 

En  effet,  que  le  contour  de  l'aire  en  concentration  T  soit  arrivé 
au  point  z,  et  à  ce  moment  désignons  par  T,  l'aire  diminuée  T.  I.e 
point  r,  =/(z)  est  dans  l'aire  T,,  parce  que,  en  vertu  de  la  suppo.si- 
tioii,  rairey(T|)  est  dans  l'aire  T,.  En  contimiant  la  concentration,  le 
contour  de  l'aire  T,  est  arrivé  au  point  z,;  à  ce  moment,  désignons 
par  T.  l'aire  diminuée  T.  Le  point  2.  =z/[z,)  est  dans  l'aire  T..,  parce 
que  l'aire /(To)  est  dans  l'aire  T.,,  et  ainsi  de  suite;  que  le  contour 
de  l'aire  en  concenti-ation  soit  arrivé  au  point  z^-=/[z^_,  ),  et  à  ce  mo- 
ment désignons  par  T;,  l'aire  diminuée  T.  Le  point  Z/,^,  =/(=*)  e.st  dans 
l'aire  Ta,  parce  que  l'aire /(T;;)  est  dans  l'aire  T<.  Or  liml\  =  Ç.  par 
conséquent  lim  ?/,  =  Ç  et  lim  z^.^,  =  lim  Z/,. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction 

(i)  /(=)  =  «+;'.. 

où  n  est  un  nombre  positif  supérieur  à  l'unité.  La  fonction  \  ;  est  liolo- 
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inoiplic  dans  toute  I  ctendiio  du  plan  traverse  par  une  droile  1(  <lonl 
I  lin  (les  points  rxln-nn's  est  dans  l'orii^ine,  et  l'anlre  dans  l'inlini.  l)c-- 
Mi,'nons  par  a  l'arijunient  du  |)oin(  fixe  a.  Si  l'arfiuinenl  coinnnni  des 
points  de  la  droite  U  est  a  -f-  7i  ou  a.  —  n  ou  ilans  le  voisinage  s(nt  de 
a  ■+-  71,  soit  de  a  —  n,\e  plan  traversé  par  la  droite  R  satisliiit  a  I  e\i- 
fjeuce  altrihuée  à  l'aire  i"  dans  notre  théorème.  Ainsi,  en  posant 


(•  est-à-dire 


-=\^.     :,=\a-hz,      :.^  =  \a -h  z,,     z^  =  ya-^z 

la  linnti-  lini:;^  est  une  racine  de  l'équation  z"  =  z  h-  «,  et  Ton  en  o|j- 
li(>nt  lime  ou  l'autre  des  racines  suivant  que  l'on  sort  de  l'une  ou  de 

I  aiilre  des  \;d(ins  de  la  racine  c'^  ^  s. 

2.  Du  lliéorènie  général  on  tire  aisément  le  suivant  :  Si  i  la  Jonc- 
tion /[x)  est  d'une  valeur  réelle  et  croissante  pour  une  râleur  réelle  et 
croissante  de  .r  comprise  entre  les  limites  p  et  q.  et  que  l'on  ail 

(2)  p<q, 

(3)  l><fyp),    fl>J'<l,- 

tes  Itérâmes  de  f  ce  ,  sont  comcrf^entes,  tiieo)enie  dont   voici  la  pr.Mi\f 
directe  : 

l'.ii  xcriii  (le    I    et  ('jj, 

/{pX/ixXfq:, 

pai'  conséquent  i  3) 

P</-r   <q, 

c'cst-à-dire  /»<J-,  <y.  On  eu  conclut  (i 

d'où     3^ 
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oVst-à-dire  />  <  J-o <  q,  et  ainsi  de  suite.  On  a,  en  général,  [)  <  x,,<iq\ 
toutes  les  itératives  àef{x)  sont  comprises  entre  les  limites  p  et  q.  Cela 
(•tant,  considérons  les  deux  cas  suivants  :  celui  d'un  x,  tel  que  l'on  ait 
.r,  >  .1-,  et  celui  d'un  .r,  tel  que  l'on  ait  .r,  <  x.  Comme  x  et  x^  sont 
compris  entre  les  limites/?  et  q,  on  a(i) 

{cas  i)    /{x,)'>/{x),         {cas  2)    /{x,)<C/{x), 

c'est-à-dire  (cas  i)  x.,'^  x,,  (cas  2)  a:,<  x,.  Comme  .r,  et  ^^  sont  com- 
pris (le  même  entre  les  limites/;  et  q,  on  a  (1) 

[cas  i)    /{x.,)^/[x,),  {cas  2)    f{x.,)<if[x,), 

DU  bien  a^.,>afo(cas  i),  a;.,  «<  j:,  (cas  2),  et  ainsi  de  suite;  en  général. 

{cas  \)     /;<.i<.r,  <a-.,<.  .  .<a:'^<^/. 

{casi)     y  >.<  >  J,  >a',  >...>.<7>r/. 

On  en  conclut  lim.tv,+,  =  lim,r/,  quelle  que  soit  la  valeur  de  v,  pourvu 
ipi  elle  soit  comprise  entre  les  limites/;  et  q. 

Exemples. 
Exemple  I  : 

/{.r]  =  {a„-h  a,x  -h. . .  +  a„_,x"^')", 

oii  les  constantes  a  sont  des  quantités  jwsitives.  Si  x  est  d'une  valeur 
positive,  et  que  l'on  opère  toujours  par  la  valeur  positive  de  la  fonc- 
tion, la  limite  liniir^  est  une  racine  de  l'équation 

a„-h  a,x  -i- . .  .-i-  a„_, .r"~'  —  x" . 
Exemple  II  : 

f{x)  =  a^^  a,x  -{-.  . .  +  a„x". 

oii  les  constantes  a  sont  des  quantités  positives  inférieures  à  {.  Les  ité- 
ratives sont  convergentes  pour  des  valeurs  positives  de  .i'  intérieures 
à  ^. 
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Exemple  III  : 

f\  x)  —  a  -r-  b{  sinarV', 

on  n  ^>^^t  iiii  iioiiil)rc  cnlici'  positil,  a  cl  b  sont  des  cjuaiilités  positives  et 
a  -I-  /)-<-•  I, a  coïKlitioM  de  la  convergence  est  o  <^x <C-- 

Exemple  l\  : 

f[x)  ==  a  -(-  b{\o^x)", 

ou  /(  i-ht  un  nonil)rc  entier  et  posilif  snperienr  à  l'imité,  a  et  b  sont  des 
(|nantités  positives  et 

\.A  i  onverf^ence  subsiste  si  i  <^.x"~^  <^ef~* . 

Exemple  V  : 

f{x)  —  cos(a  —  bx), 

ou  a  et  b  sont  des  cpiantiles  positi^es  et  b  <^a  <^  '-■  Si  o  <^  bx  <C  <ï.  les 
Itératives  sont  conver^'eutes. 

Exemple  VI  : 

f\x)  -^  log(a  +  bx), 

ou  </(■!  /;  sont  (les  quantités  positives,  a>i,  b  <C  *  ■    Dans  ce  cas,  la 
(■(indilioM  de  la  convergence  est  o  <^  (i  —  b)x  <^  a  —  i . 

II.  —  Sur  l'itération  analytique. 

I .  En  supposant  n  et  m  des  nombres  entiers  et  positifs  |)our  défini- 
tion de  1  itérative  de  degré  —  de  la  fonetiony(:),  désignée  par^,  :„. 
posons 

\iiiM  l'iléiMlivc  de  de-'ié  —  île  la  Ibnclion  /,  :)  n'est  autre  cliose  iiue 
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la  fonction  dont  l'itérative  de  degré  m  est  égale  à  Titéralive  de  degré  n 
de  la  fonction /(:;).  La  définition  de  l'itérative  de  degré  négatif  de  la 
fonction  f  z"-  est  donnée  par  l'équation 

où  k  est  un  nombre  positif  ou  négatif.  Donc  l'itérative  de  degré  néga- 
tif de  la  fonction /( s)  désignée  par  p  est  la  solution  de  réqTiation 
f'ip)  =  s,  où  ^-  est  ini  nombre  positif.  <t  le  (le^rc  de  ritérali\e  f)  est 
-k:p  =/-''[-.). 

De  ces  définitions  on  déduit  aisément 

(,)  /'(.,)  =/(z,)  =/-*(.). 

où  h  et  h  sont  des  nombres  réels.  Ainsi,  en  écrivant  J'":-)  =^  V[k,z), 
on  a 

(2)  \'  li^k,z)=Y[k,V\/i,z)\. 

Admettons  que  la  fonction  z^  ait  une  dérivée  par  rapport  .1  /•.   Alcu's 
nous  avons (2) 

d/i     "    dz,,     â/i" 
Ainsi,  comme  (2), 

dz     ~~    dzu     dz  ' 
on  a 

dli     ■     dz     ~~    dit  '  <)z  ' 

d'où,  en  posant  /t  -h  k  =  u,  h  =  i>, 

dzu  .  dz„  _  à:.,  _  Jcv 
du  '  dz  ijr  '  ()z 

Donc  le  rapport  des  dérivées  --*-  et  -—■  est  indépendant  de  la  \arial)leX'. 
Posons 

dk'    dz    ""«(S)' 


SUR     I.ES    rOVCTIOXS     ITÉRATIVES  tOl 

OU  c  est  une  (■oiislaiitc.  L.i  solution  u'éiiéralc  de  ct-Ho  rf|uali(ni  étant 


I    *  I 

:<--  <^[c'  (p(z)\. 


comme  ::„  =  r.  et,  par  toiiséquPiit,  •l,[f[z)]  =  r,  la  forme  générale  de 
la  fonction  V  k.  z    rsl 

où  a  est  une  constante,  et  ç>  est  une  fonction  définie  par  l'équation 

De  ;4    ""  iliiiiiit.  l'i)  rfltt,  aisément 

lorimilc  indiquer  aussi  par  M.  Sclirœder  dans  un  .MeiiKjire  sur  les  fonc- 
lioiis  itératives,  mais  sans  en  reconnaître  la  généralité. 

*1.  Ainsi  I  étude  de  riltialioii  aii;il\  ti( jue  est  reduile  .1  cellr  de  la 
lonction  f . 

Désignons  |)ar  '^  I  une  des  racines  de  réqiiation  f\z)  =  z,  et  suniio- 
sons  la  fonction  f  z  liolomorphe  tians  un  cercle  (',  décrit  du  point  _' 
comme  centre  avec  un  rayon  plus  irraiid  que  l'unité-,  l'osons 

((i)  a\-a")V.„.^       a,D,.,..,  +  a,n,„, -4-...+ «„!)„, ,^,. 

où 

(7)  a.-'.     «=./'(?). 

ft  lX„.„.i   est  le  corflicient  de     z  —  Z>"'   tlans  !<■  développement  de 

Dans  le  cercli'  de  eon\  (>ri;eiice  de  la  seri<" 
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on  a  évidemment  <f{z]  -^  ^(-)'  Écrivons 

/{:■)  —  Og-h  a, [z  —  'Ç)  -i-  «2(2  -  -  'ÇY  -i-  . .  ..     mod  «„,  =  <■/„,, 
où  o„  =  Ç,  a^  =  a.  Evidemment  la  série 

F{z)  =  a,{z-:)-^a,{z-i;^'^... 
est  convergente  tlans  le  cercle  C,  et,  en  posant 

a^,^,moda(i  —  a")  =  a',  F(Ç  +  i  J  +  a!, F(Ç  -t-  1  )-  -t-  .  .  . -i-  «^J" (  ^  +  1  )", 

(x,  '=  r . 
comme  (8) 

F(Ç-i-  i;)"'>m()dD„,,„.,. 
on  a  ((')) 

a„^,  >■  mod«„^,  ; 

par  conséquent,  la  série  $(  ;)  est  convergente  dans  le  cercle  de  couver 
gence  de  la  série 

rj.\{z-i;)-^a,{z-0'-^.... 
Or 


~-  =  mod 


loHrt  (  I  —  a"  ) 


d'oi'i,  dans  le  cas  de  modo  >  o,  Ff  iC  -t-  0  <  1  ;  lim^^  =  1 .  Nous  avons 

donc  ce  théorème  :  Si  la  fonction  f{z)  est  holomorphe  dans  un  cercle  dv- 
rrit  d'une  des  racines  'Ç  de  l'équation  f(z)  —  z  comme  centre  af.ec  un 
rayon  plus  grand  que  l' unité,  et  que  ion  ait 

mod/'Ç)  -r-  -,  mod/"[Ç)-f-  _7^mod/"\Ç)  -t-.  .<  i,      i  <  mod/'(^  =0, 

la  fonction  9  est  holomorphe  dans  le  cercle  décrit  du  même  centre  '^  a\ec 
un  rayon  égal  à  l'unité. 


ÉLECTRISATION    PAR    INFLLE>CK.  tOQ 


.S/tr  une  /ornuilc  i^cnérale  relotii'c  à  Véhclriscitioii  par  infliieine 
de  M.  R.  Clansius  ('); 


IVui  M.  G.-J.  LEGEBEl^E, 

f'rofcssptir  à   l'École   Polvlcchiiiniic  >l<'   ficlft. 


M.  C.lausius  a  démontré  \- }  une  formule  se;  rajjportanl  a  1  inlliifiiec 
mutuelle  (les  cliai-ges  électriques  d'une  série  de  coiuluii<urs.  I, "auteur. 
en  |)arlaut  de  celte  formule,  la  nomme  noinelle  vi  très gùu- raie.  Je  me 
|)roj)ose,  dans  les  pages  sui\antes,  de  démontrer  que  celte  formule 
de  M.  Clausius  n'est  qu'un  cas  particulier  il'une  formule  plusi^énérale 
qui,  à  son  tour,  peut  être  considérée  comme  une  ijénéralisalioii  d'uiw 
équation  connue  de  Gauss. 

Soient 

t.,,  Gj,  ..  .,  généralement  C,  des  surfaces  fermées,  et  su|)posons  ipie 

siu' chacune  d'elles  est  étendue  luie  couclie  tl'un  agent  (pielcoïKpn 

agissant  suivant  les  lois  connues  tie  l'attiaction  ; 
h,,  /i.. généralement   /(,    la   densité   de   l'agent    dans    les  divers 

points  de  (',, ,  ('.._, ('.  ; 

l;,,  Ij généralement  lî,  le  ni\'eau  potentiel  de  Innlcs  ces  cnuclies 

aux  mêmes  points  ; 
V|,   Vj généralement  V,  les  équivalents  îles   l   quand  ou  reni- 


(')  'ri'iiiliiclidit  rrniu-ai'io,  l'ailo  par  raiiti'ur,  iliiii  Mrinniic  ipi  il  a  |iiilili«'  il.ii 
les  A/iiialcs  ilc  l'/nsit/iir  cl  ilr  Chimie  de  Wicdrmaiiii.  t.  \.  |i.   \'i\. 
(')  Jnurnnl  de  Matluhiiiitniiifs.  l.  \  lit.  |i.  ->. 
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place  les  cliarges  do  C  par  d'autres  avec  les  densités  I),,  1)2 

généralement  I)  ; 
r/',;,,  d'ù.,,   ....   géiiéralenieiit  r/w.   le^^  cléments    de  la  surface  de    C,, 
(;, C. 

Avec  ces  notations,  je  dis  ipi'on  a 
j'I  ,  1),  r/w,  -I-  (VA).  d'j>.,-^. . .  ----  f\t/i,  d'o,  -f-  f\./i.  d(.in  -t- .  . . 


(i)  Ifl  \)d'o  =  ll'Mid'ù. 

Avant  de  la  démontrer,  j'ol)serve  qu  il  est  permis  d'applic]ner  cette 
lormule  a  une  série  de  corps  conducteurs  C,,  C.o,  . . .  chargés  de  deux 
manières  difiéi'entes  cpii  s'influencent  mutuellement;  or,  dansée  cas, 
les  in\eaux  |)otentiels  L  et  Y  sont  des  constantes  et  la  formule  nous 
doiuie  léqnation  de  Claiisiiis. 

l\)ur  démontrer  la  formule  (i),  je  me  servirai,  comme  lefait  M.Clau- 
sius,  de  l'équation  connue  de  (îreen.  Concevons  l'espace  enveloppé  par 
la  siu'face  C.  et  prenons  pour  les  deux  fonctions  arbitraires  qui  entrent 
dans  l'équation  de  dreen  les  fonctions  U,  et  A',,  qui  seront  respective- 
ment les  niveaux  potentiels,  à  l'intérieur  de  C,  de  toutes  les  couches 
avec  les  densités  //  et  I):  la  formule  de  Green  nous  donne 

J       '   chi  J  (In 

l/oi)ération  -;-  est  la  différentiation  suivant  la  normale  dirigée  inte- 

rieurement  de  ('..  En  appliquant  le  théorème  de  Green  successivement 
aux  (Vspaces  enveloppés  par  toutes  les  siu'faces  et  en  ajoutant  tous  les 
résultats,  on  ohtient 


V/>,^..„=^/v/^v,., 


Concevons  maintenant  un  espace  limité  par  les  svu'faces  des  conduc- 
teurs C  et  parcelle  d'une  sphère  d'un  ra\ou   aussi  grand  que  l'on 

\oudra  et  cpii  envelo|)pe  tous  les  corps,  et    substituons   les  niveaux 
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|)(>l<>iitiels  (les  coucIr'S  h  cl  I)  ;uix  points  silués  à  rextciimr  tic  C.  (|ii<- 
nous  Doniiiicroiis  l \.  et  \',.,  aux  foiu  lions  aibiliaircs  de  la  foniiiilc  de 

(irccii  ;  (111  a 

le  ra\oii  (l<'  la  splicrc  étant  iiifiin. 

J.'opératiou  yr  est  la  tliffércntiation  suivant  la  normale  dnii^ce  cx- 

térieurenient  de  C.  Évidemment  les  fonctions  l  ,  cl  l  ,.  \,  cl  \,  d;iiis 
les  équations  (-2)  et  (3)  ont  la  même  valeur  L  et  \  |)()uil<nirin<  pomt 
d'une  des  surfaces  (".  ;  (|uanl  aux  (|U(>licnl-,  diCrercnlitis.  \\  se  présente 
TMic  différence. 

Soit  I\  le  niveau  potenliel  de  la  couche  cK-ndue  à  la  surface  de  C 
aux  points  à  l'inlérieur  de  <.  (  t  II,  le  niveau  potenliel  des  coucin's 
restantes;  soient  1',.  et  II,.  les  niscaux  potentiels  correspondants  dans 
les  points  à  rextérieur  de  (1,  et  soient  les  densités  des  couches  //.  on 
aura 

dn   "  du  '^  HK  'd\   ~  dS   '^  IHs' 

l'l\idcnunenl  on  a,  pour  les  points  de  (',, 

dWi  _        dWr 

et,  d'après  une  |)ro|)riélc  cf)iMuie, 

-d,,  +  ds  '---  -  4^^^- 

où  £  esl  une  constante;  par  consctpient,  on  a 

f/U,        d\\,  ,      , 

tin  il\ 

cl,  de  la  même  manière. 

Un   ^  ^   =- ^'''^- 
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En  ajoutant  1rs  membres  corrosponclants  des  équations  (2)  et  (3), 
on  a  donc 

Il  me  reste  encore  à  faire  voir  que  cette  équation  j)eut  être  consi- 
dérée comme  une  ^généralisation  d'une  formule  de  Gauss. 

Soient  l    le  niveau  potentiel  d'un  svstéme  de  masses  m,,  m, 

(|ui  sont  situées  aux  points  />,.  /;.,,  ...,  et  V  le  niveau  potentiel  des 
masses  p.,,  p.o qui  se  trouvent  aux  points  tï,,  ti..,  .  .  .-.  soient  en- 
core l  ,,  \'.^,  ...,  les  valeurs  de  U  dans  ces  derniers  |ioints  et  V,, 
Vo.  .  ..  les  valeurs  de  Y  aux  points  p,,p.^,  .  .  .;  la  formule  de  Gauss 
nous  donne 

l  ,;/, -f- l  j^.j -f  .  . .      \\  m, -hV^m^-h.  .., 
ou 

Cette  équation  est  identique,  parce  que  les  deux  membres  con- 
tiennent les  mêmes  combinaisons.  Gauss  (  '  )  n'a  pas  démontré  rigou- 
reusement que  cette  formule  est  applicable  au  cas  où  l'on  étend 
d'al)ord  les  masses  m  sur  une  surface  C,  et  ensuite  les  masses  a  sur  la 
même  surface;  seulement  il  a  donné  quelques  points  essentiels  de  la 
manière  dont  on  pourrait  se  servir  pour  justifier  cette  généralisation. 

Dans  ce  qui  précède,  cette  formule,  qui  a  lieu  pour  un  nombre  ar- 
bitniire  de  surfaces,  est  déduite  d'une  manière  bien  sim|)le  de  l'équa- 
tion de  (ireen. 


(')  Gaoss,  Allgeincine  Lehrsàlze  in  Beziehung  auf  die  im  verkclirlen  Ver- 
hâllnisse  des  Oiiadrats  der  Entfernung  trirkenden  Krâfte.  §  19. 


ACTIONS  ni:s  aimants  et  di;  la   terre.  ii3 


Avliuiis    iriccaiii(jiH'S   produites    par   les   aimants 
et  par  le  magnétisme  terrestre   (  '  )  ; 

Par  m.   Paul  LE  CORDIEU, 

Docteur  is  Sciences  niatlivniaii<|iiL'>. 


INTr.ODUCTIOÎf, 


Dans  la  célèbre  liypothèse  proposée  par  Ampère  pour  ramènera  une 
seule  les  Irois  actions  mécarirpies  produites  par  les  courants  fermés, 
|)ar  les  aimants  et  par  le  magnétisme  terrestre,  on  peut  ilislin^uer  les 
deux  hypothèses  suivantes  : 

117  (*).  Ces  trois  actions,  eu  apparence  difierentes,  sont  dues  a  un*' 
cause  tuii(pie. 

I  IS.  dette  cause  consiste  dans  l'existence  de  courants  électriques 
fermes  a  l'intérieur  de  chaque  molécule  nia<îuétique  et  de  la  Tern-. 

La  première  est  démontrée,  sauf  deux  coïncidences  fortuites  très  iu- 
vraisemhlahles;  la  seconde  ne  l'est  pas  :  voilà  la  conclusion  de  ce  Mé- 
moire,   Tout  h'  monde  crovait,  il  est  vrai,  à  la  première,  mais  on  v 


(')  l'résenlo  i\  l' Vcnd.'inio  ilos  Scioiitos  le  i<>  avril  iSS3  {Cuniplcx  reiiHiif. 
t.  XCVI,  p.  II...3). 

(-)  I.i's  niimêrns  de  ci-  Mrimiirt'  font  siiile  l'i  ceux  ilii  pioiiiit'i'  (t.  \  <li-  ce 
.loiiiii;il.  |i.   'i3). 

Journ.  ilr  Math.  (3*  série),  l.  X.  —   Vmii.  iSS',.  13 
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rrovait  sans  preuve.  Toutes  les  conséquences  observables  de  la  seconde, 
qui  imj)li(jue  la  première,  ont  été  vérifiées.  Le  silence  des  exjîérinien- 
tateurs  le  |)rouv(!  depuis  soixante  ans;  car,  si  un  seul  fait  contradictoire 
eût  été  observé,  on  l'aurait  aussitôt  signalé  comme  renversant  la  ibéorie 
d'Ampère. 

Les  auteurs,  sans  le  dire  explicitement,  ont  j)aru  admettre  l'accord 
de  tous  les  phénomènes  observables  avec  cette  théorie,  non  comme 
un  fait  physique,  mais  comme  une  identité  purement  mathématique, 
résultant  luiiquement  de  ce  que,  parmi  les  neuf  actions  muliicUes  entre 
les  courants,  les  aimants  et  le  magnétisme  terrestre,  les  cimj  qu'on  a 
pu  observer  satisfont  aux  mêmes  lois;  ils  n'ont  pas  paru  apercevoir 
qu'il  y  a  en  outre,  entre  les  cinq  coefficients  absolus  de  ces  actions, 
deux  équations  de  condition  résultant  de  la  seconde  hypothèse  118, 
et  n'ayant  pas  de  raison  d'être,  toutes  les  lois  étant  sauvegardées,  si  la 
première  117  n'était  pas  vraie.  Au  lieu  d'être  admis  comme  un  prin- 
cipe rationnel,  cet  accord  de  la  théorie  et  de  l'expérience  aiuait  dû, 
à  défaut  de  démonstration,  être  contesté,  comme  il  l'a  été,  pour  la 
première  fois  peut-être,  par  MJNL  Mascart  et  Joubert  au  n°  io3  des 
Leçons  sur  l'électricité  et  le  magnétisme. 

Il  est  facile  de  voir,  d'ailleurs,  ce  qui  manque  à  la  démonstration  de 
l'énoncé  117,  quand  on  sait  seulement  que  les  actions  reçues  et  pro- 
duites par  les  solénoïdes  passent  par  leurs  pôles,  et  sont  réciproques 
aux  carrés  des  distances.  L'unité  de  pôle  de  solénoïde  étant  définie 
celle  qui  repousse  son  égale  avec  l'unité  de  force  à  l'unité  de  distance, 
et  l'unité  de  pôle  d'aimant  celle  que  l'unité  de  pôle  de  solénoïde  re- 
|)ousse  avec  la  même  force  à  la  même  distance,  il  reste  à  démontrer  : 
i"  que  1  unité  de  pôle  d'aimant  repousse  aussi  son  égale  avec  l'imité  de 
force  à  l'unité  de  distance;  2''  quf?  le  magnétisme  terrestre  agit  avec  la 
même  intensité  sur  l'unité  de  pôle  de  solénoïde  et  sur  l'imité  de  pôle 
d'aimant.  Voilà  les  deux  faits  que  l'expérience  seule  peut  établir,  et 
qui  reviennent  au  suivant. 

I  19.  T'armi  les  neuf  actions  mutuelles  entre  les  courants,  les  aimants 
et  le  magnétisme  terrestre,  toutes  celles  que  l'on  peut  observer,  au 
nombre  de  cinq,  sont  réductibles  à  un  seul  système  d'unités  absolues. 
On  l'appelle  système  électromagnétique. 
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Ainsi  U's  énoncés  117  el  1 19  sont  équivalents. 

I,es  cxijéricnces  directes  qui  (lén)oiitrcTai<.nl  l'énoncé  llî)  n'ont  pas 
été  laiti'S  :  elles  consistent  dans  des  inesiu'cs  ajjsolues  d'attraciions  et 
de  répulsions.  Mais  on  verra,  dans  ce  .Mémoire,  (juelles  se  ramènent  a 
d'autres  beaucoup  plus  simples,  plus  faciles,  susceptibles  d'une  plus 
Jurande  précision,  qui  n'ont  pas  été  laites,  mais  dont  le  résultat  n'est 
|)as  douteux,  en  sorte  qu'elles  peuvent  être  iuvocpu'es  comme  des 
principes  expérimentaux.  l.lU-s  établissent  le  fait  siii\,iut. 

120.  Dans  le  clianip  de  force  du  magnétisme  terrestre,  troublé  (ai 
non  par  des  courants  el  des  aimants,  les  axes  d  un  aimant  et  d'un 
solcnoïd(!  inBninicnt  petits  prennent  toujours  la  même  direction 
d'équilibre  stable,  quand  ces  deux  corps  sont  mobiles  autour  de 
leurs  centres  de  gravité  respectifs,  placés  successivement  en  un  même 
point. 

Cle  ])rincip(',  déjà  denionlré  en  iS-o,  dans  une  Noli'  <pu  parait 
n'avoir  |)as  été  aperçue  {Comptes  rendus  de  /'Académie  des  Siiences. 
t.  lAXI,  p.  533),  va  l'être  de  nouveau  dans  ce  .Mémoire,  où  il  est  ra- 
mené a  des  cas  d'équilibre  encore  plus  simples,  dispen.sant  de  déter- 
miner les  axes  magnétiques  et  de  mesurer  des  angles.  Le  |)remier  de 
ces  équilibres,  adjoint  aux  quatre  principes  expérimentaux  *Il .  'J3.  li  i 
et  23,  va  suffire  pour  démontrer  l'existence  d<'s  p<")les  d'un  clemeMl 
magnétique,  et  j)oui'  en  déterminer  le  potentiel. 

121.  Si  le  principe  117  n  était  pas  \r.ii.  les  axes  magnétiques  de 
l'aimant  et  du  solénoïde  120  o.scilleraient  au  contraire  autour  «le  deux 
directions  généralement  différentes,  comme  on  le  verra  à  la  fin  de  ce 
Mémoire,  à  moins  que  la  coiiuidence  ne  résultât  d'im  liasanl  bien 
singulier. 

I>e  second  principe  d  Ampère  1  18  reste  sans  démonstration,  et  n  est 
pis  le  seul  qui  puisse  ex|)li(pi('r  le  pieniii  r  1  17.  I.a  ihcoric  conçue  par 
(•'aradav,  dévelop|)ee  par  Maxwell,  et  (pu  altrilmc  les  neuf  actions  mu- 
tuelles à  un  même  mode  <li'  propagation  (l.iiis  un  nicine  milieu,  en 
rend  également  com|)le.  L  uinle  de  la  cause  de  «-es  neuf  actions  doit 
résider  <laus  l'unité  de  la  constitJition  des  trois  corps  agissants,  pour 
ceux  (pu  croient  .mx  actions  directes  ;i  distain c.  et  dans  l'unité  du  ini- 
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lieu  qui  les  transmet  et  du  mode  de  transmission,  pour  eeux  qui  attri^ 
huent  ces  actions  apparentes  à  l'éther  où  les  corps  sont  plongés. 


^5  VI.  —  Sur  un  cas  d'éqcilibre  qui,  adjoint  a  ceux  du  mémoire 

PRÉCÉDENT,     DEMONTRE     LEXISTENCE    DES    POLES    DUX    ÉLÉMENT    MA- 

GNÉTIQI'E. 

Si  cet  équilibre  ne  démontrait  rien  de  plus,  l'existence  des  pôles  et 
les  lois  de  Coulomb  seraient  admises  ici  comme  principes  expérimen- 
taux. JNIais  il  suffira  pour  déterminer  le  potentiel  d'un  élément  magné- 
tique, et  l'une  des  deux  relations  qu'il  s'agit  d'établir  entre  les  coeffi- 
cients des  cinq  actions  mécaniques  étudiées  dans  ce  Mémoire.  Il  faudra 
toutefois  qu'on  lui  adjoigne  les  trois  cas  d'équilibre  démontrant  les 
quatre  principes  21,  25,  24  et  25.  H  peut  s'énoncer,  sous  forme 
abstraite,  de  la  manière  suivante. 

J22.  Cinquième  principe  expérimental.  —  Les  centres  de  gravité  d'un 
courant  fermé  et  d'un  aimant  infiniment  petits,  étant  placés  successi- 
vement en  un  même  point  O,  lorsqu'un  système  extérieur  M'  a  fait 
prendre  à  ces  deux  corps,  mobiles  autour  de  la  verticale  O^,  qui  les 
traverse  suivant  des  droites  arbitraires,  des  positions  d'équilibre  stable, 
aucune  modification  de  M'  ne  peut  troubler  l'équilibre  de  l'un,  sans 
troubler  celui  de  l'autre,  ni  rendre  l'un  asiatique,  sans  que  l'autre  le 
devienne  en  même  temps. 

Quand  on  aura  trouvé  un  courant  fermé  et  un  aimant  vérifiant  la 
propriété  énoncée  avec  une  précision  nécessairement  limitée  par  les 
variations  du  magnétisme  terrestre,  dans  l'intervalle  des  deux  équi- 
libres, on  en  conclura  que  cette  propriété  subsisterait  a  fortiori,  si  les 
deux  corps,  restant  semblables  à  eux-mêmes,  devenaient  infiniment 
petits. 

Or  il  est  nécessaire,  pour  qu'un  courant  circulaire  s'oriente  bien,  que 
le  rayon  en  soit  suffisamment  grand,  le  moment  du  couple  qui  tend  à 
le  ramener  à  sa  position  d'équilibre,  dans  un  cbamp  de  force  uniforme, 
étant  proportionnel  au  carré  de  ce  rayon.  Mais  on  peut  trouver  un 
svstémede  courants  circulaires,  de  dimensions  suffisantes,  et  qui  satis- 
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hisso  à  la  condition  (hmaiidée,  l'est-à-dire  dont  l'axe  s'oriente  sensi- 
I)lement  comme  celui  d'un  courant  fermé  infiniment  petit.  Une  bobine 
s|)ijéric|ne y  satisferait  rigoureusement;  et,  comme  la  conslnrction  pré- 
cise de  cet  instrument  offrirait  des  difficultés,  on  peut  employer  des 
systèmes  de  bobines,  construits  pour  d'autres  usages,  constituant  ties 
bobines  spliériques  approchées,  et  réalisant  la  condition  demandée  a\  e« 
toute  la  précision  désirable.  Le  plus  simple  de  ces  systèmes  est  la  l)-u>- 
soledes  tangentes  de  M  (laugain,  modifiée  par  M.  Ilelndioltz  :  elle  se 
compose  de  deux  bobines  conifjues  éfjales,  formant  les  deux  nappes 
d  un  même  cône  de  révolution,  dont  le  rayon  est  éfral  à  la  hauteur.  <  >n 
verra  <ju"une  simple  bobine,  d'un  seul  rang  de  fil,  offrirait  au  nioins 
la  même  précision,  si  elle  formait  un  cylindre  avant  pour  diamètre  et 
pour  hauteur  la  base  et  la  hauteur  d'un  triangle  équilatéral.  En  rédui- 
sant le  système  agissant  à  u\\  élément  de  solénoide,  avant  son  axe  dans 
le  plan  horizontal  mené  par  le  point  O,  et  plaçant  ce  courant  à  in>c 
(lislancc  de  cii)(|  diamètres,  on  verra  (Ô;)I)  que  l'azimut  de  l'axe  de  la 
bobine,  mobile  autour  de  la  verticale  qui  passe  par  le  milieu  de  cet 
;ixe,  serait  en  équilibre  stable  dans  une  position  faisant  en  ce  point. 
avec  le  pi.in  \('rtical  mené  par  la  force  directrice  du  système  agissant, 
un  angle  dont  le  maxinnnn  est  de  5",  3i8;  que  l'azimut  de  l'axe  d'une 
aiguille  aimantée,  ayant  ensuite  son  centre  de  gravité  placé  au  même 
|)nint,  et  mobile  autour  de  la  même  verticale,  ferait  avec  celui  de  la 
même  force  directrice  tin  angle  également  très  petit,  et  tlu  mémf  ordre 
de  grandein-  (|iic  le  premier,  si  la  longueur  magnétique  de  l'aiijuille 
était  environ  ,',  du  diamclre  de  la  bobine.  (Jn  verra  aussi  qu'on  obtien- 
drait la  même  approximation  avec  une  bobine  creuse  de  ravons 

U  =  j5(i  +  e)     et     u  =  p{i—e), 
et  de  hauteur 


1.)  V  U'— «' 


'  =  |0v'3[l  -t-  o,83}33  . . .  c-  —  o.Saw''  -t-  o.  '\r)(\-j'tc)7.5q2  .  . .  c'  -f-. .  .\ 

l'our  f/  =  "x)""  et  ^  =:  o,  I .  on  li-ou\c 
(i46)        U  =  ^•'".S.     u  =  /j"",5,     i/i  =  8"",7:îi<)7j.  ... 
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En  adoptant  ces  dimensions,  construisant  une  bobine  avec  un  fil 
assez  fin  pour  offrir,  par  ses  extrémités,  une  suspension  bifilaire,  pre- 
nant une  aiguille  aimantée  de  i""  de  longueur,  fixant  un  petit  miroir 
a  ciiacun  de  ces  corps,  et  plaçant  tous  les  points  du  système  agissant 
à  i'"  au  moins,  on  vérifierait  la  première  partie  du  principe  122  à  nue 
fraction  de  seconde  près,  si  les  variations  du  magnétisme  terrestre 
n'étaient  pas  beaucouj)  plus  grandes.  La  seconde  se  démontrerait, 
sachant  par  expérience  que  les  petites  oscillatiotis  de  l'aimant  sont  iso- 
chrones, comme  celles  de  la  bobine  le  sont  (n"  102),  en  observant 
qu'aucune  modification  du  système  agissant  ne  change  le  rapport  des 
durées  des  oscillations  des  deux  appareils,  corrigées  des  effets  de  l'in- 
duction et  des  couples  de  torsion  des  fils  de  suspension;  d'où  l'on 
conclurait  que  ces  durées  deviennent  infinies  en  même  tem[)s. 

125.  Sixième  principe  expérimental.  —  Quand  un  aimant  permanent 
est  brisé,  le  |)lus  petit  fragment  sur  lequel  on  puisse  expérimenter  jouit 
de  toutes  les  propriétés  renfermées  dans  les  cinq  principes  expérimen- 
taux déjà  invoqués  (n*^*  21 ,  23,  24,  2o  et  122). 

124.  Dèfmilion  cV un  élément  magnétique.  —  Si  les  fragments  d'ini 
aimant  sont  aussi  petits  que  la  constitution  de  ce  corps  permet  de  les 
concevoir,  sans  qu'ils  cessent  de  jouir  de  toutes  ces  propriétés,  chacun 
d'eux  K  est  un  élément  magnétique.  Cette  définition  ne  renferme  aucune 
hypothèse  :  elle  laisse  indéterminée  une  limite  que  l'expérience  n'a  pas 
fait  connaître. 

Soient 

(147)  k,  I,  7.     et     k  =  IX 

u\\  élément  de  solénoïde,  son  intensité,  son  aire  et  son  moment: 

(117')  O.  4:    et     «,  /5,  7 

.sou  centre,  son  axe  et  les  cosinus  directeurs  de  cet  axe; 

(.47")  -V' 
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le  système  extérieur  agissant,  susceptil)!*- de  romprcndrc  tous  lescoriis 
qui  produisent  des  forces  observables  sur  les  courants; 


(i47" 


1)     et     A,  h,   C 


la  force  directrice  de  M'  au  point  ()  et  ses  composantes. 

L'action  de  M'  sur  k  a  pour  moments  (56  )  par  rapport  aux  axes 


(.48) 

Posant  (y?^.  () 
(«'19 


{M',i),,  =k(f;C-7B), 
(A/'.A),^  =  k(7A-aC), 


i    a  =  sin5  cos^. 


j3  =  sin5  sinp 


y  —  cosv; 


I  A  —  DsinHcos$,      B  =  Dsine  sin1>,     C  =  Dcosh. 

et  substituant  dans  la  dernière  équation  (loj,  on  trouve 

(l'iH'j  [M'Jl,,  =  ksin5Dsinesin(*  —  z,\ 

équation  qui  fait  voir,  par  le  signe  de  son  second  membre,  que.  si 
l'élément  k  de  solénoïde  est  assujetti  à  tourner  autour  de  l'axe  des  r. 


iacliDU  (le  .1/  tendrii  a  diminuer  la  valeur  absolue  de  l'angle  <!' —  i. 
Donc,  dans  le  cas  gênerai  oii  k  et  1)  sont  tons  tieux  dillerents  de  /.ero. 
et  k  mobile  autoin-  d'un  axe  fixe  O-,  mené  par  son  centre  «le  gra- 
\ile  ()  : 
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12o.  Pour  que  Â-  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  O:;  soit 
dans  le  plan  de  l'anj^le  {i\,  D). 

I*2(>.  Pour  que  /•  ne  soit  pas  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  Oz 
soit  en  dehors  de  ce  plan. 

127.  Pour  que  k  soit  en  équilibre  stal)le,  il  faut  et  il  suffit  (jue  Oz 
soit  dans  le  plan  et  en  deli  irs  de  l'angle  (4^,  D). 

128.  Pour  que  k  soit  en  équilibre  instable,  il  faut  et  il  suffit  que  Oz 
soit  dans  le  plan  et  à  l'intérieur  de  l'angle  [jij  D). 

129.  Pour  que  X-  soit  astatique,  il  faut  et  il  suffit  que  O;  soit  sur  un 
eùté  de  l'angle  (4^,  D). 

En  prenant  pour  plan  des  xy  celui  de  l'angle  (.(^,D),  et  faisant  7=  o, 

C  =:  o  dans  les  deux  premières  équations  (148),  par  suite,  5  =  0=^- 
(lans  l'équation  (i48'),  on  trouve 

(i48")       {M'k)^.,=  o,     (J/',X-),^=  o,     (J7',^-)^,.  =  kDsin($- o). 

Ainsi,  l'action  de  M'  sur  k  se  réduit  à  luie  force  appliquée  au 
centre  de  gravité  de  k  et  à  un  couple,  dont  le  plan  passe  par  4;;^  et  jiar  1), 
qui  tend  à  diminuer  l'angle  de  ces  deux  directions,  et  dont  le  moment 
est  proportionnel  au  sinus  de  cet  angle.  I^onc  : 

150.  Lorsque  /■:  est  assujetti  uniquement  à  avoir  son  centre  de  gra- 
vité fixé  en  O,  son  axe  '^  n'a  cpi'une  position  d'équilibre  stable  coïn- 
cidant avec  D;  et,  dans  cette  position,  k  serait  en  équilibre  stable,  s'il 
était  assujetti  a  tourner  autour  d'un  axe  mené  arbitrairement  par  le 
point  O,  excepté  son  axe  j^,  par  rapport  auquel  il  serait  astatique. 

131.  Définition.  —  Un  système  rigide,  dans  une  position  donnée, 
sera  dit  en  équilibre  stable  par  rapport  au  point  O,  qui  en  fait  partie, 
lorsqu'il  est  en  équilibre  stable,  cjuand  on  l'assujettit  à  tourner  autour 
de  tout  axe  mené  par  ce  point,  sauf  un  ou  plusieurs  axes  exceptionnels, 
par  rajiport  auxquels  il  peut  être  astatique;  et  la  propriété  150  donne 
lieu  à  l'énoncé  suivant. 
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l.'ïîi.  Pour  «ju'im  cléinciit  /c  de  solciioîdc  soit  en  éqiiililjre  stable 
\)nr  ra|)|)ort  à  son  centre  de  gravité  O,  il  faut  et  il  suffit  rpie  son 
axe  J^  coïncide,  en  <lirection  et  sens,  avec  la  force  directiite  ]).  en  ce 
point,  du  système  agissant  M'. 

Ces  propriétés  et  le  principe  122  conduisent  à  renoncé  sui\ant  ; 

I. ").">.  Toutes  les  surfaces  de  niveau  d' un  èlémenl  mngnéli<jite  K ont  un 
are  commun  de  résolution,  qui  passe  par  cet  élément.  (  )n  le  verra  an 
tnoven  des  quatre  leninies  suivants  : 

I5i.  Lemme.  —  Si  la  force  directrice  1)  du  système  .1/',  au  centre 
de  gravité  O  d'un  élément  magnétique  A',  est  dirigée  suivant  la  verti- 
cale Oc,  A' sera  astatique  par  rap|)ort  à  Oz. 

Car,  en  déplaçant  un  corps  du  système  agissant  M',  de  manière 
que  1)  devieinie  oblique,  on  pourra  toujours  obtenir  \\u  système  .V". 
sous  l'action  iluquel  A'  ne  soit  plus  astatique  :  sinon,  le  lemme  est  évi- 
demment démontré  par  la  continuité.  IMais  alors,  en  présence  de  M" , 
l'élément  k  de  solénoïde,  assujetti  à  tourner  autour  de  la  verticale  de 
son  centre  de  gravité  placé  en  O,  ne  sera  pas  astatique,  pourvu  qu'on 
évite  le  cas  particidier  I2Î),  <'t  le  deviendra,  si  M"  repicnd  la  posi- 
tion M'.  Donc    n"  122    A'  le  deviendra  en  même  tenqis.     c.     o.    f.    ». 

ISii.  Corollaire.  —  Eu  adjoignant  au  magnétisme  tcircstre  un  (.Du- 
rant dont  la  force  directrice,  compo.sée  avec  celle  de  la  Terre,  donne 
au  point  ()  nue  résultante  verticale,  on  obtient  un  système  .I/o,  sous 
l'aclion  duquel  A'est  asiatique  pai-  rapport  à  la  verticale  de  .son  centre 
de  grav  ité  placé  en  O. 

l.">(>.  Lemme.  —  S'd  était  jiossible  d'empéclier  le  magnétisme  ter- 
resli'e  d'agir  sur  l'c'lément  magnéli(|ue  A',  celui-ci  serait  astatiqiii'  par 
rappoit  à  son  axe  dirigé  suivant  la  force  (brectrice  1).  au  pnini  ().  du 
système  OXJ  de  tous  les  corps  agissant  sur  lui. 

Car,  eu  prenant  O  pour  origine  et  1)  poiu-  axe  des  ;.  bx.uitaux  axes 
le  système  .Ht'  et  les  points  de  l'élément  m.igueti(pie  A'pl.ices  siu"  ()r, 
et  faisatit  tourner  le  système  connue  s'il  était  rigide,  de  manière  (]ue<): 
dev  ieiiiie  vertical,  on  ne  cb.inge  rien  >i  l'action  île  .iR'  sur  A',  cpii  ne  tlc- 


</r  Mnih.  {,  )'  •.crii-,  imiii'  \.  —  A\mL   iM\. 
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pend  que  des  positions  relatives.  Si  l'on  fait  ensuite  intervenir  l'action 
du  système  Mo  (n"  15o),  dont  la  force  directrice  est  verticale,  celle 
de  Oit'  l'étant  devenue,  celle  du  système  résultant  le  sera  aussi.  Donc  K 
est  astatique  (n"  134)  relativement  à  Os,  sous  l'action  de  ce  système 
total,  comme  sous  celle  du  système  partiel  M^,  et  par  suite  sous  celle 

de  ,m'.  C.    Q.    F.    D. 

157.  Lemrne.  —  Le  principe  122  aurait  encore  lieu,  s  il  était  pos- 
sible d'empêcher  le  magnétisme  terrestre  de  faire  partie  du  système 
agissant  31L',  et  si  l'axe  de  rotation  Oz  avait  une  direction  quelconque. 

Car  on  ne  change  rien  aux  actions  mutuelles,  par  suite  aux  positions 
relatives  d'équilibre,  ni  à  la  nature  des  équilibres,  en  faisant  les  deux 
transformations  du  lemme  précédent,  dont  la  première  rend  Oz  ver- 
tical, et  dont  la  seconde  introduit  et  neutralise,  par  rapport  à  O:;,  l'ac- 
tion magnétique  de  la  Terre;  et  l'on  est  ramené  aux  conditions  expéri- 
mentales du  n'^  122;  ce  qui  démontre  le  lemme  157. 

158.  Lemme.  —  Etant  donné  un  système  Oli.',  dont  le  magnétisme 
terrestre  ne  fait  pas  partie,  et  l'action  qu'il  exerce  sur  l'élément  magné- 
tique frétant  représentée  par  une  force,  appliquée  au  centre  de  gra- 
vité O  de  A',  et  par  un  couple,  il  existe  dans  cet  élément  une  droite  et, 
solidaire  avec  lui,  issue  du  point  O,  indépendante  de  OK',  et  toujours 
comprise  dans  le  plan  du  couple. 

En  effet,  en  vertu  de  l'équation  (3i),  l'élément  magnétique  A',  s'il 
était  sollicité  uniquement  par  un  élément  k'  de  solénoïde,  am-ait  au 
moins  une  position  d'équilibre  stable  par  rapport  à  son  centre  de  gra- 
vité fixé  en  O  :  c'est  celle  qui  répond  à  la  plus  petite  valeur,  compa- 

Fic.   .0. 


tible  avec  la  fixité  de  ce  |)oint.  de  léncrgie  W^   ^.  Soit    l,  Jig.  lo)  la 
droite,  liée  invaria])lement  à  A',  qui  coïnciderait  alors,  en  direction  et 
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sens,  avec  la  force  diiectiicc  de  k'  au  point  G.  f.e  corps  A' étant  consi- 
déré dans  (Clic  jjosiiidu  lixc,  soient  J)  la  force  directrice  de  Ofo'  au 
point  O  et  ();  un  axe  ([iiciconqne,  mené  dans  le  j)lan  et  en  dehors  de 
l'angle  fD,  x  ,.  Ln  élément  A  de  solénoïde,  ipii  amait  son  centre  de 
gravite  fixé  en  O,  et  son  axe4;;^dirigé  suivant  \,,  serait  (n"  150)  en  équi- 
libre stable,  par  rapport  a  ();,  sous  l'action  de  k'  et  ^n"  127  sous  celle 
<le  dXC .  Donc  K,  étant,  par  liy[)otliése,  en  éqnilihi-e  stable  par  rapport 
a  O;  sons  l'action  de  k' ,  y  sera  encore  (n"  107]  sons  ct-lle  de  OU.'.  Donc 
le  plan  du  couple  de  l'énoncé  158  passe  par  ();.  Mais  cet  axe  est  arbi- 
traire dans  le  plan  1),  .V;;  donc  le  couple  est  dans  ce  plan,  Icipicl 
passe  par  la  droite  a  .  quel  cpie  soit  OR'.  c.    o.    r .   n. 

15î).  Dcfimlion.  —  [.a  droite  -l  est  appelée  l'axe  inagricliriue  de  l'é- 
lénient  A'.  Lorsfpi'elle  coïncide,  en  direction  et  sens,  avi  c  la  force  di- 
reclrice  de  /',  au  centre  de  gravité  ()  de  l'élément  A',  celui-ci  est  en 
eipiililire  stable,  |)ar  rapport  au  point  O,  sous  l'action  de  k' . 

I5î)'.  Cette  propriété  sera  étendue  n"  17()j;i  la  force  (brectricc 
de  t.)Ut  s\  sléiue  .1/'. 

110.  L'élément  magriéiitpie  A'est  asiatique  par  rapport  à  son  axe, 
(piand  le  magnétisme  terresue  n'agit  pas  sur  lui.  Cette  restriction  sera 
écartée  (222' 1. 

Car,  si  l'on  fait  toiuaier  A' autour  de  son  axe  ,l ,  sous  l'acliou  de  .-ir', 
cette  action,  doul  le  plan  du  couple  passe  toujours  (n"  158  |);ir  l'axe, 
ne  peut  dc\eloppef  aucun  lra\ail. 

Dnnonslralion  du  Icnirne  155.  —  Si  l'élément  magnéticpie  A' tourne 
autour  de  son  axe  -V ,  par  rapj)ort  auquel  u"  1  i-0  il  est  aslaticpu-,  le 
travail  Aô  OR',  A'  des  actions  stir  A' d'un  svstéme  extérieur  et  lixeOR'. 
ne  conq)renant  pas  le  magnétisme  terrestre,  sera  nul.  Or,  i-n  fixant  à  A' 
trois  axes  rectangulaires,  mobiles  avec  ce  corps,  prenant  son  centre  «le 
gravité  ()  poiu*  origine,  son  axe  X  pour  celui  îles  ;.  et  pour  CK'  un  so- 
lénoïde fixe  s'  (n°  19),  dont  l'axe  1/  va  Vi  ;  du  pôle  négatif  n  au  pôle 
positil  //.  défini  pai'  les  coordonnées  Jig.    i  i 

a'  - /-sin  5  cosç,      v'— rsin5  sin^.      z'=  rcosS ; 


I2Z| 
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ce  tra\ail,  ([ii'il  est  permis  de  rapporter  aux  axes  mobiles,  sera  (  3^  j 
égal  et  de  signe  contraire  à  la  variation  de  l'énergie  Wy^-  .s.  du  système 


d\, 


de  ces  deux  corj)s.  Or  l'équation  (26)  devient  Wy^-  /.  =  k'  -rp-'  en  dé- 
signant par  4^'  et  k'  l'axe  et  le  moment  de  l'élément  k'  de  solénoide, 
cjui  tait  partie  de  .s',  et  par  V^-  le  potentiel  de  l'élément  magnétique  A' 
au  connnencement  de  4^';  d'où 

(i5o)         W,,,,=^W^,,,=  -A;  (•'••^-,/^'=  i;(v^,_y„,), 

V;/  et  \,j.  désignant  les  valeurs  de  V^  aux  pôles/?'  et  «'.  Donc,  dans  la 
rotation  de  A'  autour  de  son  axe  ,.1,,  V^- —  V„-  ne  change  pas;  et,  eu 
plaçant  sur  a.  le  pôle  n' ,  ou  voit  que  V^y  est,  comme  y„.,  indépendant 
de  (f,  ou  lonction  des  deux  autres  coordonnées  r  et  0  seulement. 
Comme  elles  sont  arbitraires,  le  lemine  155  est  ilémontré. 
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ET  u'l'n  Élément  de  solénoïde. 

141.  Soient  A  un  élément  de  solénoïde  placé  en  'Slifig.  12),  k  son 
moment,  r  son  axe,  t  le  supplément  BMO  de  l'angle  j^]\I()  (pie  fait 
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crt  ;ixc  avec  le  ravoii  Ncciciir  /        MO,  et  (  juj 


la  |)ailif  l)icii  dcfiriii'  du  potentiel  de  /an  point  (),  lainelle,  iiedepen- 
daiit  .pio  des  deux  eoordoiiiiécs  polaires  ret  r,  nionlie  (pie  les  surfaces 
de  niveau  de  réléiiieiit  de  soléiioïde  sont  de  révolution  autour  de  son 


axe  .r;  la  lorce  dnccliice  I)  de  ce  couraul,  au  point  ().  reni'oiilre 
donc  la  direction  de  (^  en  lui  ponit  iî.  Soit  5  l'auf^de  l!()M  (pie  lait  celle 
force  avec  OM,  le  sens  positif  de  cet  ,inj;le  élan»  défini  par  la  condition 
(ju'il  soit  de  même  sii^ne  (pie  t,  ipiand  il  est  du  iia-me  côté  de  (»M. 
Alors  on  a,  dans  le  Irian-le  rectangle  OliK,  d,„)t  llixpoténuse  OK  esl 
un  eleiiienl  du  méridien  de  la  siu  l'a  e  de  ni\eau  passant  j  ar  <.■  point. 


iiSu)  tan^'HOF^Jiil^li:/!'     ou      Um-'O 


.Il 
TT-.' 


on  ~  /  ,/- 

el  re(pialioii  dirierenlielie  de  ce  méridien,  tirce  de  re(|natioii     i  ".  i 


0  =  r/v'—  -^    /•sinT(/T  -I-  2(  ()S7(//     , 
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doiiiu' 

■X  <lr 

d'où,  en  comparant  celte  éijiiation  avec  l'équation  (iSu), 

(il',)  tangr=  atang!). 

Des  deux  directions  opposées  que  cette  formule  donne  pour  D,  une 
seule  satisfait  à  la  condition  45  d'être  dirigée  du  côté  où  V'  décroit. 
Pour  T  =  o,  l'équation  (i54)  donne  5  =  (o  ou  7r);  mais  la  condition 
f/\')'  <  o,  portée  dans  la  seconde  équation  (  1 53  ),  dont  le  dernier  membre 

devient  -^  2  dr,  se  réduit  à  dr  <^  o,  et  lève  l'ambiguïté  en  faisant  rejeter 

la  valeur  9  =  ?;.  Ainsi  les  angles  0  et  -  sont  nuls  ensemble,  et  leurs  tan- 
gentes trigonométriques  sont  (i54)  de  mêmes  signes.  Donc  ils  crois- 
sent ensemble  de  o  à  ti. 

1  i-2.  Soit  K'  un  élément  magnétique  ayant  son  centre  de  gravité 
fixé  en  O,  et  son  axe  X'  dans  la  direction  D.  Il  sera  (n"  159)  en  équi- 
libre stable  par  rapport  au  point  O,  s'il  est  soumis  iuii(|uemcnt  à 
l'action  de  k. 

142'.  Soient  V/^',  ou  sim[)lemeiit  V,  son  potentiel  au  point  M,  et 
W^   ; ,  ou  W,  l'énergie  du  système  des  deux  corps  A'  et  k. 

14*2".  Soient  Ox,  Oy,  Oz  trois  axes  à  gaucbe  rectangulairt  s,  fixés 
au  corps  A',  et  mobiles  avec  lui  autour  du  point  O;  Oz  étant  dirigé 
suivant  son  axe  -l,',  et  Ox  dans  le  plan  de  l'angle  0. 

142"'.  Soit  —  rfW  le  travail  virtuel  élémentaire  (63)  de  l'action  du 
courant  fixe  k  sur  K' ,  tournant  d'un  angle  infiniment  petit  dO  autoiu' 
de  Oy;  travail  toujours  négatif,  en  vertu  de  la  stabilité  de  l'équilibre 
de  K'. 
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J,«'s  coïKlitioiis  |)(>ur  que 
lie  soit  jamais  posilii  sont ,  d'api-ès  la  théorie  des  miiiiiiia, 

('^<^)  1W  =  ''' 

(''>7)  ^>^- 

ou  t|u  moins  que  la  preiniére  dérivée  de  \V,  |iar  rapport  a  >,  (pu    ne 
sannule  pas,  soit  d'ordre  pair  et  positive. 
On  a(2(')) 

(.58)  W  =  k^; 

et  !  n"  ISrjy  la  \alcnr  de  \   au  point   M  ne  de|)end  ipie  des  deux  coor- 
doiuiees  |)olair'es  /"et  v.  Donr 

l.e  triani;le  inliuiment  petit  MC.K,  rectangle  «-n  (".,  doiuie 

.MC  =  MEeosT.      V.Cr    MKsuiT. 
oti 

dr  =  </.^cosT,     rd'j  =  r/j^sin  :. 

et,  en  sid)sl  itu  uit , 

t.orsqu  On  iail  tourner  A'  autour  de  0_)',  /' et  T  restent  fixes,  et    i  5<» 
deMciil .  <ii  \   sulisliliiaiil  siieeessivement    I  5())  et     i  "i  î   , 

,r\  ir\  >inT 


I2H 

Li;  conniKR. 

En  jjosaiit 

iG.) 

du  "^  f'' 

(i6o)  (U'vitMit 

(1G2) 

4 

Or 

Cette  clernière  équation  détermine  la  fonction  p  des  deux  variables 
indépendantes  r  et  5,  et  s'intègre  au  moyen   du  système  auxiliaire 


dr  do  df  dr         cosOf/O         df       ,       ,  r-    ^  •        1         ■     •      1 

—  =  =  -i-  ou  2 —  =  — -. =  —■>   dont  1  intégrale  générale. 

/•  ■>.  taiigO  o  /•  siiiO  o 

résolue  par  1  appnit  aux  constantes  a  et  h,  est 

i  i()3)  a  =  p,     o  =  — -p- 

I/intégrale  générale  de  (lOa)  est  donc,  f  désignant  une  fonction  ar- 
bitraire, 

(  1 G4  )  n  =  S[b)     ou      p  =  "    " 


li-3.  la  fonction  p  est  assujettie,  outre  l'équation  (1G2),  à  un<?  se- 
conde équation  différentielle,  exprimant  que  V  est  le  potentiel  d'une 
surface  de  niveau,  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z  (n"  155). 
L'équation  générale  des  surfaces  de  niveau,  en  fonction  des  coordon- 
nées polaires  r.  5,  o.  est 

116))  -r-^  +  COt  -'  -^   -i-    ^-77,   -y-r  -I-  '■"  T^ 

^  '  JO-  ()0  SI  11-0    t)o-  (i/- 

On  exprime    cpiCIIes    sont   tle  rexoliilinn  autour  de  l'axe  des  r.  en 

supprimant  le  terme -r—  -^-^  ■  En  déiMvant  '  lô")^  par  rapport  à  5,  et 

substituant  (iGi),   on    a  la    seconde    écpiation  différentielle   partielle 
en  p,  qui  va  servir  à  déterminer  5, 

'  ()0-  (lu  f)/--  (}/•  SMl-0 
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subslitiiant    164)  dans  (16G),  on  trouve,  toiiK^s  rédiiclioiis  faites, 

I      j    .  I        j,       /   I  .,  sin-0 \   .,, 

siii-O  r-  sinO  '  f  I'     ' 

Quand  on  prend 

fi67)  ,■     et      />  =  ^' 

/•■ 

pour    variables   indépendantes,  cette  équation  <levient 


6»/' 


-f  -<- 


La  fonction  f  est  donc  assujettie  à  identifier,  par  rapport  aux  deux 
variables  indépendantes  (167),  l'équation 

-  ^■^(*)  -+-  y^\li)  ^-  r\b)  -f-  3^*6^î"^è)  ^  o. 

dans  laquelle  /•  n'entre  qu'explieitenient.  ce  qui  exige  que  3i-.?"(ô) 
soit  identiquement  nulle;  et,  comme  h  ne  peut  l'être,  il  faut  que  i"ih\ 
le  soit  ;  d'où 

.7 (A)  =K  -K'/y. 

K  et  iv  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Alors  l'avanl-derniere 
équation  se  réduit  à  §{h'\  =  h^{h),  et  par  suite  à  K  =0;  d'où 

.f(6)=  -  Wh. 

L'equalion     i(>  j    devient 


et,  en  substiiuanl    iGi  , 


-,  ?iiiO 


:.68)  ^^-K' 


(*\     _        ,^,siiiO 
puis  intégrant  ^iG8)  de  5  à  -, 


oi.sO 


Joiirii.  de  Muth  1,3'  huri<-  ,  lonic  X.  -     \mui    1S84.  1^ 
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mais 


(.70)  Vl^r/-J  =  o, 

en  vertu  de  l'énoncé  suivant. 

144.  Septième  principe  expérimental.  —  Quand  les  pôles  d'un  ai- 
mant ^',  dont  le  magnétisme  est  rigide,  sont  intervertis  par  retourne- 
ment, toute  action  observable  entre  ce  corps  et  un  système  exté- 
rieur 7>/',  change  de  signe  seulement. 

Ce  principe  s'applique  à  l'élément  magnétique  K'  ;  l'action  de  K'  sur 
un  élément  k  de  solénoïde  est  représentée  par  une  force  appliquée  à  A- 
et  par  un  couple,  dont  le  moment,  par  rapport  à  un  axe  quelconque, 
est  une  fonctiou  linéaire  et  homogène  (56")  des  dérivées  premières  du 
potentiel  V/^,.  Or  chacune  d'elles  se  compose  de  la  dérivée  du  premier 

terme  (169)  R' — ^j  dont  l'inversion  des  pôles  ne  change  que  le  signe, 
et  de  la  dérivée  du  second  terme  V(  /-,  -  K  (|ui  ne  change  pas.  Le  sep- 
tième principe  exige  que  cette  dernière  soit  nulle;  donc  V(r,  M  est 

indépendant  de  rdans  tout  l'espace  extérieur  à  A".  On  est  convenu  de 
donner  à  cette  constante  arbitraire  la  valeiu"  zéro  (170),  et  la  fonc- 
tion (169)  devient,  en  observant  d'ailleurs  (11"  142")  que  l'axe  ^i,'  est 
dirigé  suivant  Or, 

/  \  17  ,^,COSÛ 

(171)  V=K-^: 

d- 

('7'')  "^^^'ôi- 

Cette  fonction  V  satisfait  nécessairement  à  la  condition  (i56),  qui  a 
servi  à  la  calculer.  Mais  elle  doit  encore  satisfaire  à  la  condition  (iSy) 
pour  que  l'équilibre  de  K'  soit  stable,  quand  l'axe  .A,'  en  est  dirigé  sui- 
vant Os.  Or  l'équalion  (r59)  donne 

d-W        ,  /    d'Y  â'\  sinT\ 
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et.  f^ti  sii})stifiiaiit  '  r  7  I  . 

,,„,,i  'J"^^         I  ir ,  2  cosT  cos6  H- sin-:  sinO 

^'7-)  yoï  ^  kK 

On  peut  toujours  supposer,  dans  In  plan  des  zv,  les  angles  5  et  t 
compris  entre  o  et  ;:;  leurs  tangentes  trigonométriques  étant  (i  j4)  de 
mêmes  signes,  ils  sont  tous  deux  aigus  ou  tous  deux,  obtus;  par  suite. 
cosTCos5  et  sinTsin5  sont  positifs;  k  l'est  par  définition.  Donc  (172) 
la  condition  (i")7)  exige  que  R'  ne  soit  pas  négatif.  Bailleurs  K.' ne  peut 
être  nul:  ^'  le  serait  aussi  (171),  et  A'' ne  serait  point  aimanté,  ce  qui  est 
contraire  à  l'inpotliése.  Donc  K'  est  positif,  et  dés  lors  la  condi- 
tion (1.J7)  est  satisfaite. 

li.'i.  Le  coefficient  essentiellement  positif  R'du  pf)tentiel  (1 -'i)  est 
appelé  le  moment  magne/ir/ue  i\v  l'élément  mignéliqui'  A'. 

liO.  Deux  systèmes  doués  de  potentiels  électroih  iiamitpies  seront 
dits  équivalents  dans  un  espace  déterminé,  quanti  la  dilTereuce  de  ces 
potentiels  y  sera  conslanle. 

1  i7.  Pour  (lu'ini  élément  /'  de  solenokie  et  un  clément  maené- 
tique  A"  soient  équivalents  en  tout  point  M  (j:',^',  z)  situé  à  des  distances 
finies  de  chacun  d'eux,  il  faut  et  il  suffit  qu'ils  aient  mêmes  centres  de 
gravité  O  et  0'{x',y',  z'),  mêmes  axes  ^  et  ,1.',  et  mêmes  moments 
magnétiques  k'  et  R'. 

I,a  démonstration  n'olïrc  aucune  diriicultc.  l/e(pii\alence  est  ex- 
primée (11°  140)  par  ré(|uali()n 

(■73)  vV-Va- 

Si  un  élément  k'  de  solénoide  et  un  élément  magnétique  équiva- 
lent A"agisseut  successivement  sur  un  mémeélémeiit /■  di>  solénoide,  de 
moment  k,  placé  au  point  {r,  0),  comme  dans  l.i  //'g.  12.  niais  avant  son 
axe  .^  dirigé^d'une  manière  quelconque,  on  déduit  de  l'équation    -jG  ) 

(•74)  w,,,,  =  k^. 

('7')  W,.,,=  k'-^; 
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substitiuiiit  (Sa)  et  (171'),  on  a 

(>74')  w,.,=  kk-^  = 


('75')  W^,,,=  kK'^. 

On  en  conclut,  lorsque  fr'  et  K'  sont  équivalents  fn"  147), 

('76)  W,,,=  W,,,/, 

148.  Un  élément  magnétique  K'  et  l'élément  éc|uivalent  X'  de  so- 
lénoïde  produisent  des  actions  identiques  snr  un  même  élément  de 
courant  Iris. 

En  effet,  ces  actions  sont  exprimées,  l'nne  et  l'autre,  par  les  for- 
mules (5o),  qui  représentent  les  composantes  de  deux  forces  appliquées 
au  même  élément  ds,  et  dans  lesquelles  on  introduit  successivement 
les  deux  potentiels  dont  l'identité  (17^)  démontre  le  principe  148. 

149.  Un  élément  magnétique  K'  et  l'élément  équivalent  X'  de  solé- 
noïde  produisent  des  actions  identiques  sur  un  même  courant,  fermé 
on  non  fermé,  linéaire  ou  à  plusieurs  dimensions,  pourvu  qu'il  soit 
décomposable  en  éléments  linéaires. 

Car  les  actions  de  ces  deux  corps  sur  chaque  élément  de  courant 
qui  les  reçoit  sont  identiques  (n"  148). 

150.  (.es  actions  d'un  courant  fermé,  fixe  et  permanent.  S',  sur  un 
élément  magnétique  extérieur  K,  et  sur  l'élément  équivalent  Xde  solé- 
noïde,  sont  identiques. 

Car  elles  feraient  successivement  éijuilibre,  sur  un  même  système 
rigide,  aux  deux  actions,  identiques  entre  elles  (n°  149),  que  pro- 
duiraient K  et  k  sur  £'. 

La  première  est  donc  exprimable  par  une  étiergic,  cpii  n'est  autre 
que  l'énergie  de  la  seconde, 

(«77)  W2,^.=  We,,. 
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Elle  représente  le  travail  virtuel  îles  actions  réciproques  entre  G' 
et  K,  telles  qu'elles  seraient  au  repos  dans  chaque  position  .successive, 
si  leur  distance  mutuelle  devenait  infinie,  sans  altération  de  leurs 
constitutions  phvsiques.  Elle  a  aussi  pour  expression 


Wç.,A  =  K-^" 


~d.\ 


comme  cela  résullr  des  trois  identités 

w.A  ^.A.  o,/,  ,^j,  ^jy    —ri    ^j^^   , 

dont  la  première  est  l'équation    i;;  ,  la  deuxième  est  la  iclation  (36) 
et  la  troisième  résulte  des  conditions  Vil  d'éfpiivalence. 
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Idenlijkalion  des  actions  produites,  sur  un  é/rnient  niagnétu/ue  K, 
par  un  élément  k'  de  solénoïde.  et  par  l'élément  magnétique  é'iui\alent  A'. 

Cette  identification  sera  la  conséquence  mathématique  des  sept  prin- 
cipes expérimentaux  déjà  invoqués  et  du  suivant.  I/intervention  du 
principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  sur  lupicllr  clic  repose,  est 
empruntée  an  cours  de  ÎM.  Maurice  Eévv. 

I'>l.  finiticinc  principe,  e.rpèrinicitlal.  -  1. 'aimantation  i\i-  i'aciei- 
trem|)c  se  conserve  uidefininu-nt.  sans  aucune  dépense  de  travail. 

I.">2.  Lorstpie  les  états  magnétiques  d'un  aimant  fixe  A'  et  d'un  ai- 
mant mobile /l  sont  invariables,  le  travail  virtuel  des  actions  matruéti- 
ques  de  A'  sur  i4,  ramené  à  sa  position  initiale,  est  identiquement  nul. . 

.Sinon  ces  actions,  sans  travail  moteur  (n"  lîil  ,  pourraient  entre- 
tenir un  Liavail  pcrpclin  I.  ce  qui  est  contraire  au  principe  de  la  con- 
servation (le  l'énergie. 

I.'iô.  Ici  encore  il  faut  considérer  les  actions  telles  qu'elles  seraient 
au  re|)os.  dans  chaque  position  successive,  et  distinguer  en  outre  les 
actions  magnétiques  des  Corces  dues  aux  courants   uiduits  ilans  les 
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aimants,  en  vertu  de  leur  mouvement  relatif,  forces  dont  le  travail  est 
essentiellement  négatif,  et  qui  sont  exclues  de  ce  paragraphe. 

Les  actions  mutuelles  de  deux  aimants,  ne  dépendant  que  de  leurs 
positions  relatives  et  étant  de  nature  à  se  faire  équilibre  sur  un  sys- 
tème rigide,  la  somme  des  travaux  de  leurs  actions  mutuelles,  quand 
tous  deux  sont  mobiles,  ne  dépend  que  de  leur  mouvement  relatif. 
En  combinant  ce  principe  avec  l'énoncé  152,  on  obtient  le  suivant. 

IrJ^.  Lorsque  les  étals  magnétiques  de  deux  aimants  A,  A'  sontin- 
variables  et  qu'ils  sont  ramenés  à  lem's  positions  relati\es  initiales,  la 
somme  des  travaux  de  leurs  actions  nuituelles  est  identiquement  nulle. 

Soit 

(179)  i'T,  y,  :■,  0,  f,  '\i) 

un  SYstème  quelconque  de  six  variables  indépendantes,  définissant  la 
position  de  A  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  fixés  à  ^4'  :  la 
somme  G  des  travaux  virtuels  des  actions  mutuelles  de  ces  aimants, 
lorsqu'ils  passent,  sans  variation  magnétique,  d'une  position  relative 
(.r„,  j',,,  . . .)  à  une  autre  (j%^v,  . .  .\  estime  fonction  bien  déterminée  de 
ces  deux  systèmes  de  coordonnées,  indépendante  des  positions  inter- 
médiaires : 

(180)  t  =/{x,.T„:  y,y„,  .  . .). 

Car  soit  ç'  la  somme  des  travaux  virtuels  des  actions  mutuelles  des 
deux  aimants,  ramenés  delà  position  {jr_,y,  ...)  àla position  (a-o.Vn.  ...V 
L'énoncé  154  équivaut  à  l'identité  G  ^-  e'=  o,  qui  doit  subsister,  de 
quelque  manière  qu'on  modifie  les  positions  intermédiaires  du  premier 
mouvement,  sans  (  hanger  celles  du  second.  Donc  alors,  g'  étant  le 
même,  G  reste  invariable.  c.   q.   f.   d. 

155.  On  appelle  énergie  de  l'action  matiielle  de  deux  aimants  A,  A', 
dont  les  états  magnétiques  sont  invariables,  la  fonction  (180)  changée 
de  signe 

{'«i)        ^^j\A  =  W(.r,  V,  z.  Ô,  9,  ^)  =  -./('Î-.  '-ï-oO'-ro.  ■■•''• 

et  l'on  a  identiquement,  par  définition, 

^l8■2)  W(.r„,  y„.s„,5„,o„.d^„)  =  o. 
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Si  les  deux  aimanls  passent,  sans  variation  ni;!gnelii[ui-.  di-  Id  posi- 
tion rc\aU\oix,y,  . .  .j  à  une  autre  [x,,y,,  . . .),  on  aura,  poinla  somme 
des  travaux  virtuels  des  actions  nuituelles  de  ces  deux  corps,  transportés 


de  la  position  (a'oi  J  o-  ■■  •  i  à  la  position  (x,y,  ...)... 

»         (■f,y,  ■■■)  '•         (■',,},•  ■■  ■)■ 


G   --       \V(j-.j,  ...I, 
5h- AE—  -  VV(x,,  V,,  ...I, 

IG-      W{j;,r,  ■■■)  -  \V(.i-,.  ),,...). 


ou 

fi831 


M^  ~  AW  ; 


ce  qui  donne,  j)our  la  sonnne  des  travaux  virlucls  élémentaires  des 
actions  nuituelles, 


(.84) 


rfc 


d\\  :^ 


-—  dx    -    -5—  UY 

(Kv  à  y    • 


Soit  Jll'  le  système  d'un  élément  k'  de  solénoïde  et  d'un  élément 

ri«.  a. 


ma>,Mieticpie  A'',  lixes  dans  l'espace,  invariables  dans  leurs  constitutions 
physiques,  ayant  même  centre  tle  gravite  ()\a;',  y',  z')  {Jig.  1  3),  mêmes 
moiuents  k',  R',  et  letirs  axes  4^',  i'  dans  le  prolongement  l'un  de 
l'autre.  Soient  k  et  A'  im  second  élément  de  solenoide  et  un  second  ele- 
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ment  magnétique,  rigides,  invaraibles  clans  leurs  constitutions  physi- 
ques, et  dont  les  centres  de  gravité  sont  placés  successivement  en  un 
même  point  0[x,y,z);  k  et  K  leurs  moments,  4^et  «A,  leurs  axes,  et  r 
la  distance  00'.  Les  actions  de  k'  et  de  K'  sur  /c  étant  représentées  par 
les  énergies  (174')  et  (17J'),  l'action  de  D\h'  sur  k  le  sera  par  une  cer- 
taine énergie  égale  à  la  somme  des  deux  premières,  c'est-à-dire  sera 
nulle.  Donc,  sous  l'action  seule  de  D\l',  k  est  asiatique  par  rapport  à 
tout  axe  mené  par  le  point  O;  et  A'  (n"  137)  l'est  aussi.  Chacune  des 
actions  de  Je  (26)  et  de  A'  (181)  sur /(Tétant  exprimable  par  une  énergie, 
celle  de  31L'  l'est  aussi  par  une  certaine  énergie 

les  trois  angles  0,  o,  ^,  convenablement  choisis,  définissant  l'orienta- 
tion de  K  par  rapport  à  DIL',  et  formant  avec  x,y,  z  un  système  de  six 
variables  indépendantes,  qui  déterminent  la  position  relative  de  ces 
deux  corps  rigides.  Le  travail  virtuel  élémentaire  de  l'action  de  3iv' sur 

K,  par  rapport  aux  axes  fixés  à  Oit',  etsi  j-dx  -  .  .  . j^û?5  —  .  . .  ;  et 

l'on    vient   de    voir    que    ce    travail    est    identiquement    nul    avec 

dx,  dy  et  dz  :  dès  lors  -^  =:  -r-  ^  -^  =  o,  ce  qui  exprime  que  la  fonc- 

tiony"est  indépendante  de  6,  (p,  ij>;  on  a  donc 

W;,v.A-  =  /(.^-.J%  ^■).     ck  =  -  £dx  -%dy-  %dz. 

Par  suite,  3\'J  ne  peut  produire  sur  K  qu'une  force  unique,  appliquée 
au  point  O,  et  dont  les  composantes  — j->  —  -j-  >  — j-  sont  indépen- 
dantes de  l'orienlalioii  de  K.  En  vertu  du  septième  principe  (n"  144), 
cette  torce  est  nulle;  donc  SV^'  n'agit  point  sur  A'.  Si  donc,  3VL'  restant 
fixe.  A' est  transporté  à  l'infini,  la  somme  des  travaux  W^j  ^  ^^  ('7^') 


1)- 
;i85)  VV/,,.=  Rlv 


0-X-  di^ 
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des  actions  de  A"  et  de/'  sur  A',  sera  iiMlle;  d'oii.  .-ii  nniplaranf  /'  par 
son  égal  A",  et  ~  par        --  . 

(■86)  w,,,,-_-KKj^. 

D'ad  leurs  fiyi'j.  on  a  |)onr  e\|)ressioii  du  |)(.l(iiti.|  d,.  A'  .m  |K.iiifO 

ce  fini  permet  d'écrire  (186)  sous  la  prennrre  des  deux  (ormes 
(.8G')  W,,,,.=  K^jA' -K'^. 

ir»(>.  In  élément  Jnai,'nétiqiie  A"'  |iroduit  des  actions  identicpiessur 
un  élément  ma-nétitpie  A'  et  snr  l'élmient  etpiivalent  /•  de  solénoïde. 

Car  !«'s  actions  de  A  mm-  A'  el  mm-  /.■  sont  représentées  par  les  éner- 
gies (18G)  et 

('«7)  W,,,.,.K';^,  ^,7.5') 

et  ces  énergies  sont  ideMll(|Mcs  «n  v.rlu  des  conditions   147.    .|ii'oii 
suppose  satisfaites. 

Assiniilalion  du  poleiilivl  d'uit  nimaiil  ,1  celui  d  uu  \t.sttiiir  </  cirmeufs 
dr  soléitoïdes. 

Ià7.  Neuvirme  principe.  —  Avant  la  rn|)lnri'  d  un  aimant,  les  par- 
ties jouissaient  de  tontes  les  pro|)rietes  îles  aimants,  précédemment 
mvoqiiees,  mais  constatées  par  I  ixperieiu  <•  après  la  séparation  seule- 
ment. 

Ce  postiilatiini.  (pu  ne  parait  p:i>  a\ (iir  clé  coiitcslé,  niais  (pii  pour- 
rait l'être,  conduit  imniediatcnient  à  la  propriété  siiixanlr. 

158.    bn  aimant  A'  est  un  .système  délemenls  magnélKpi.s  A''. 

Juurn.  de  Math.  (3"  scric  .  loii.c  X.  —  A»hii.  iNs)  I  iS 
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Il  en  résulte  [S'.^    (\\H'  le  potentiel  d'un  annant  a  pour  expression 

et  la  constante  arbitraire,  qui  s'ajoute  au  second  membre,  est  nulle 
par  définition  (  i  70  ;  ce  qui  revient  à  convenir  que  ce  potentiel  est  infi- 
niment petit  à  l'infini. 

T/énergie  W^  ^  des  actious  magnétiques  mutuelles  d'un  aimant  a 
(i  d'un  élément  magnétique  A',  doués  l'un  et  l'autre  d'une  aimantation 
rigide,  est  la  somme  des  énergies  des  svstèmes  que  les  éléments  magné- 
tiques K'  de  l'aimant  forment  avec  K.  Le  moment  et  l'axe  de  A'  étant 

en  substituant  (188),  puis  récrivant  (26), 


K  et  tl,,  on  a  (  1  8()'j\  K  — --  ou  R  -^ |)our  expression  de  W,,   ^j^;  et 


-8,  W,.,=  R'^', 

(190;  ^^ '■'■=^^'7j7;' 

On  voit,  soit  par  la  comparaison  de  ces  formules,  soit  par  le  principe 
I06,  que  W,j  j^;  et  W,,.  ;,  sont  identiques,  si  A' et  /•  sont  équivalents. 
Donc  : 

lî>9.  Les  actions  d'un  aimant  A'  sur  un  élément  magnétique  A',  et  sur 
l'élément  équivalent  /'  de  solénoïde,  sont  identitpies. 

I()0.  Par  définition,  le  systcme  d' éléments  de  solénoïdes  équivalent  à 
un  aimant  donné  sera  le  système  des  éléments  de  solénoïdes  équiva- 
lents aux  éléments  magnétiques  constitutifs  de  l'aimant.  Cette  défini- 
tion est  conforme  à  la  définition  14G,  en  vertu  du  principe  suivant  : 

161 .   Le  potentiel  d'un  aimant  est  identique  à  la  partie  bien  définie 
du  potentiel  du  système  équivalent  d'éléments  de  solénoïdes. 
Cela  résulte  inunédiatement  des  équations  (iSS"!  et  (ijS). 

102.  In  aimant  et  le  svstème  équivalent  d'cicments  de  solénoïdes 
n!'o(luis(Mit  des  actious  i(lenti(|ues   sur  un    même    courant    extérieur, 
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fermé  ou  non  ferme,  linéaire  on  a  pluiieiiis  diiiK  usions,  |)oui\n  i\n  il 
soit  décomposable  eu  éléments  linéaires. 
On  le  voit  par  les  |)rinci|)es  Io8  et  140. 

163.  Les  actions  nuituelIcMle  deux  éléments  magnétiques  A'.  A',  et 
celles  des  (leu\  cléments  é(iui\alents  /,  /.'  de  solenoides,  sont  iili-n- 
tiques. 

Car  elles  sont  identiques  à  celles  de  X"  et  K'  {n""  lo6  et  liO;. 

Les  énergies  correspondantes  sont  des  lors  identiques 

1G5'.    Les  actions  nuituelles  de  deux  aimants  .4,  .1'  et  celles  des  deux 
systèmes  équivalents  3,  S'  d'éléuieuts  de  soiénoïdes  sont  identiques. 
Car  la  relation  (i()i  j  donne,  par  une  double  sommation. 

(192)  ^^l.l  =  ^^£,c• 

IGi.  Vaxe  et  le  moment  mngnétiquvs  d'un  aimant  seront  définis 
l'axe  et  le  mouteul  du  système  équivalent  d'éléments  de  solénoïtles. 
définis  eux-mêmes  (n"  98). 

H-cprcssions,  en  foiulion  des  ijolcnlicls  des  trois euiiiposaiites de  l'tiiinaiilaliuit. 
du  poteiUiel  V.j'  d'un  oiniaiit  A',  en  un  point  extérieur  (x,y,  z).  et  de 
l'énergie  W.j'^©  des  actions  mutuelles  d'un  courant  fermé  permanent  2  et 
de  l'aimant   1',  considéré  dans  un  état  magnéti'/ue  donné. 

l'our  appliquer  (188),  soient  x-',y,  z'  les  coordonnées  de  rdemeni 
magnétique  A",  K'  sou  moment  magnétique,  et  A,'  son  axe.  On  |)enl 
metlie  son  potentiel     i-i'lsousla  lorm«' 

Soit 

(u)V  '/- 

un  clément  du  volume  t:' de  1  annaiil.  comprenant  un  grand  nombre 
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d'éléments  magnétiques,  auxquels  s'étendra  le  signe  1,  et  terminé  par 
une  surface  ciui  n'en  tra\eise  aucun.  On  aura 


ou 

(«96) 

en  posant 


dm' 


d-^ 


v..=-^- 


d\        <h,        (K 


0.V        ôr        dz 


'97) 


(lr:ô'  ; 


et  en  définissant  l'intensité  ^'  de  l'aimantation,  au  point  [x',y,z'),  la 
quantité  essentiellement  positive  définie  en  grandeur,  direction  et 
sens,  par  ses  composantes 


fZ''l'' 


dm  '  dm'  '  dm' 


dV 


(,99)  i=jjjy^.i^,   ,=££/■&•</=.   i^fff^d.: 

n'  ûT'  C7' 

expressions  qu  on  peut  appeler  les  potentiels  des  trois  composantes  de 
l'aim.anlalion. 

On  déduit  de  102  une  expression  de  l'énergie  W^.  gjde  l'action  d'un 
aimant  .1'  sur  un  courant  linéaire  extérieur  S,  fermé  et  d'intensité  I 
constante.  En  récrivant  des  notations  déjà  employées,  soient 

(2001  x',  y,    z' ,   K'  et  A,' 
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les  coorcloMiiécs,  le  moiiicnt  d  l'axe  de  son  élémenl'magnétique  A"; 

{201)  S',    r,   >.',   k'=r/'r-.  Iv'     (^t     ^     ou     .X' 

la  longueur,  l'intensité,  l'aire,  le  moment  et  l'axe  de  l'élément  équiva- 
lent k'  de  solénoule.  On  a  (t  17   et   \i3),  pour  les  potentiels  des  trois 

ronipusanles  des  courari/s, 


J  J  J       '"       (M 


dx' 

"57 


ds' 


dv;'. 


;202) 


et,  pour  l'énergie  demandée. 


>o3) 


W,.,£  = 


-=-'i(^ï-^^Ê-":;f)'^ 


I/idcntité  (71,  appliquée  à  la  prennére  équation  (202  .  donne,  en  vertu 
de  f 201 \ 


\!  =  1     }     \  —  .    V<^'^-'  àz'      ô.v  dyj \ 
J   J   J  (fe' 


d^' 


J  J  jnAâjt:ÂM,„. 


mm^  .mm 


dm' 


ôv 


<)z 
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et,  en  substituant  successivement  (  198)  et  (ic)^),  on  trouve  la  j)remiére 
des  trois  équations 

/  ,  X  17  (^ï  '■'■'■/  /'  '^'  <^^  Tî  ^'^  "^^ 

\       ^'  Of         Oz  ôz.         ùa:  Ou         Ov 

Elles  satislonl  à  lidentité 

,)F  ÔC.        ')\\ 


(205) 


ô.i-         th  ():■ 


Les  équations  (23)  donnent,  pour  les  composantes  A,  B,  C  de  la  force 
directrice  D  de  l'annant,  au  point  (j:, J',  ^), 

et  la  première  formule  (199)  donnant  Ao?  —  /    /   /«'<!>' A^(  -  )r/^û'=  o, 
on  déduit  de  (  19(1  ) 

à\v  ô'f,  ()-Ç  dn        d-\ 

A  = 


Ôj:  ()■>■()}■  ()j<)z  ày-  dz- 

0    /Or,  àl\  <)   I  di  dl  \  on  Oi-' 


()    I  Or,  Oi  \  O   I  "i    __    "^  \  (VU  Wi  . 

àv  yôx  ~  ThJ    ~  Oz\ôz  ~'  ~ôx)  ^  Oy        Oz  ' 
et  l'on  retrouve  ainsi  la  première  des  trois  équations  (  1 1  1  ) 


,  ,        (Jll        OG       ,,        ()l'        <)ll       ,,        00        OV 


§  IX.    -  Actions  du   magnétisme  terrestre  sur  les  courants 

ET    les    aimants. 

Identijication  des  actions  du  inai^iit'lisme  terrestre  sur  un  élément 
magnétiiiiie  K  et  surj'éléntenl  équivalent  A  de  solénoide. 

Pour  établir  celte  identitication  sin-  des  données  purement  expéri- 
mentales, il  faut  invoquer  trois  nouveaux  principes. 
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I6r>,  Di.rii''mr  prinripr  r.rpcnmental.  —  Les  contres  de  gravité  d'un 
élément  /,  (le  sul('noi(l(",(t  d'iiii  élément  magnétique  A'.étant  placés  l'un 
après  l'autre  en  un  même  point  (),  ces  deux  corps,  assujettis  successi- 
vement à  tourner  autour  de  la  verticale  fixe  Oz,  et  de  l'horizontale 
fixe  et  arbitraire  O.r.  sollicités  d'ailleurs  uniquement  par  un  même 
courant  lermé  z'  et  par  le  magnétisme  terrestre  T',  ne  deviennent 
j.iinais  asl;iti(|iiis  l'un  sans  l'antre. 

I(î(».  Onzième  principe,  expérimental.  Tu  chaque  point  d'une  en- 
ceinte éloignée  de  toute  substance  magnétique,  les  directions  de  l'ai- 
guille de  déclinaison  sont  sensiblement  parallèles  entre  elles,  ainsi  que 
les  directions  de  l'aiguille  d'inclinaison. 

167.  Douzième  principe  evpèriinental.  —  Le  magnétisme  lerrestri' 
n'agit  pas  sur  le  centre  de  gravité  d'un  aimant. 

I(j8.  I.fmmf.  —  lorxjit'dii.r  ilcii  r  pnlrntich  \  et  x.'  correspondent 
(les  surfaces  de  niveau  (pu  ont  les  mêmes  trajectoires  orthogonales,  en  tous 
les  points  d'un  volume  donne  E.  il  existe  entre  ces  deux  fonctions  une 
équation  du  premier  degré 

V  ^  V„  ^  Dv). 

Vfl  et  D  désignant  deux  constantes. 

En  effet  les  surfaces  des  deux  systèmes,  qui  passent  par  un  même 
point  (.r.r,  :]  de  l'espace  E.  ayant  mêmes  normale-;,  on  a 

«n;       /A       ^ 

-iJxT  =  -Jx7  =  -;i^  ^   ""<■  l"'Ktion  l    de  .r.  vet  =: 
Tû        7t7         ih- 
(l'on 

,,,  '/'  +  7,7  '/'■  ^  ~d-.  -.  l:  {—dx-^—dv-^—  dz  ). 
ou 

'/\         l    r/v. 

Donc  1rs  (len\  potentiels,  ne  |)()n\ant  varier  Inn  s;ins  l'.nitre.  sont  fonc- 
tions l'un  (le  r.inlie 

(2o«)  V=^./iV    . 
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Mais  ils  sont  définis  par  les  équations 

(209)  A.V=:0.      AoV  =  o, 

et  l'on  déduit  de  (208  1 

dr         ■'     1)1  (l.r-         •'      \  (}./    '  •        O.t  - 

Formant  pareillement  -^-j  et  -^3^.  ajoutant  membre  à  membre  et  sup- 
primant les  deux  sommes  nulles  ('209),  on  a 


^=rm- 


Si  l'accolade  était  nulle  dans  tout  l'espace  E,  le  système,  dont  le  po- 
tentiel ■t?  représente  l'action,  n'agirait  en  aucun  point  de  ce  volume, 
et  n'aurait  pas  de  surfaces  de  niveau  à  son  intérieur,  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse.  Donc,  en  tout  point  deE. 

et  (20S }  devient 

1210)  V  =  V„  ^- Dt?.  G.    Q.    F.    D. 

169.  Ees  travaux  des  actions  du  magnétisme  terrestre  T'  sur  un 
élément  magnétique  A'  et  sur  l'élément  équivalent  k  de  solénoïde  sont 
identiques,  lorsque  leur  centre  commun  de  gravité  O  reste  fixe,  et 
qu'ils  tournent  solidairement  autour  de  ce  point. 

En  effet,  soit  M' le  système  du  magnétisme  terrestre  T'  et  d'un  cou- 
rant fermé  c',  avant  sa  force  directrice  en  O  égale  et  opposée  à  celle 
de  T'.  SiD  devient  nulle  dans  l'équation  (14*^').  on  voit  que,  sous  l'ac- 
tion de  M',  k  deviendra  astatique  par  rapport  à  tout  axe  mené  par  le 
point  O  :  donc  A' le  deviendra  aussi  (n"  122)  par  rapport  à  tout  axe, 
horizontal  ou  vertical,  mené  par  ce  point.  Les  travaux  des  actions 
de  M'  sur  chacun  des  deux  corps  mobiles  autour  du  point  O  seront 
donc  identiquement  nuls  : 

(211)       t(c',  A',^G,T',  A',  =0,     f  ^s',^-)+  t(T',X-)  =  o, 
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idoiitilés  qui  ont  lieu  iiHlcj)oiulanimeiit  cU'  toute  relation  entre  les 
directions  des  axes,  les  moments  et  les  dcplaeements  de  l'élément  ma- 
gnétique et  de  l'élément  de  solénoide.  Mais,  étant  équivalents  et  soli- 
daires, ils  satisfont  en  outre  (n"  150)  à  l'identité  ef  £',  K)  =  F  c',  k); 
et  celle-ci,  adjointe  aux  identités  (21  i;,  établit  celle  qu'il  fallait  dé- 
montrer : 

(212;  f  (T.  Ày^ç(T', /•;. 

170.  Lorsqu'un  élément  magnétique  Â"  et  l'élément  équivalent  /de 
solénoide  sont  assujettis  uni(|uemeiil  à  avoir  leurs  centres  tie  giaxilé 
fixes,  et  que  ceux-ci  sont  placés  successivement  en  un  même  point  O. 
les  ax(îs  4^  et  -A.  de  ces  deux  corps,  sollicités  unicpiement  par  la  Terre, 
oscillent  l'un  et  l'autre  autour  de  la  force  directrice  du  magnétisme 
ternîstre  au  point  (  ). 

On  l'a  vu  (n"  lO.l  pour/-,  solliiile  |)ar  un  sNsténu'  extérieur  cpiel- 
coiupie,  dont  le  magnétisme  terrestre  peut  faii'e  |)arlie,  et  ([ui  dés  lors 
peut  se  réduire  au  magnétisme;  terrestre. 

Les  travaux  du  magnétisme  terrestre  sur  /■  et  sur  K  étant  (11°  160 
identiques,  lorsque  ces  deux  corps  sont  équivalents  et  qu'ils  se  meu- 
vent solidairement  autour  du  point  O,  sont  maximum  en  même  temps; 
et  leurs  positions  d'équilibre  stable,  répondant  à  ces  maxima.  coïn- 
cident, ainsi  cpie  celles  îles  axes  j'  et  A,  :  d'où  résulte  que  l'énoncé  170, 
démontré  |K)iir  /,   est  \iai  |  our  A. 

171.  Potentiel  local  {la  ntai^nétisnie  terrestre  dans  une  enceinte  E. 
Le  principe  expérimental  KîG,  se  vérifiant  indi  pendamnient  des  di- 
mensions de  l'aiguille  aimantée,  s'appliqueà  un  élément  magnétique  K, 
|)lacé  en  différents  points  de  l'enceinte  K  :  ce  corps,  s'il  était  mobile 
autour  de  son  centre  de  gra\ilc,  preiulrait  sensiblement  en  tous  ces 
points  la  même  direction.  Donc,  dans  cet  espace,  les  lignes  deforcedu 
magnelisine  terrcsiic  pcuMMil  élre  regardées  (n"  170)  lomine  des 
droites  parallèles.  .Soient/,  ///,  //  leurs  cosinus  directeurs.  I.i  fonction 

(  2 1  li  )  \;j  =  —  Ix  —  ni)  —  nz 

satisfait  a  re(|liali(>li  df  de  liiiilion  de-,  pot<llliels  A^V  —  o,  <•!  deliiiit  nu 
Juiirn.  ,lc    l/(i</i.  (  i' sLTie;,  toii'i'  X.  —    Mm  iSS',.  \\) 
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système  de  surfaces  de  niveau  avant,  dans  toute  l'enceinte  E,  les 
mêmes  trajecloiies  orthogonales  que  celles  du  magnétisme  terrestre. 
Donc,  dans  cet  espace,  le  potentiel  local  du  magnétisme  terrestre  est 
(n"  168)  de  la  forme  V  =  V„  +  D\)  ou 

(21,/,)  Y=\,-\){Lv  +  my  +  nz). 

On  en  déduit,  pour  les  composantes  de  la  force  directrice  du  magné- 
tisme terrestre, 

(2i5j    A=-^=D/,     B=-^=Dm,     C  =  -  ^^  =  D«, 

^         '  a.r  Oy  '  ùz 

et  pour  cette  force  le  coefficient  D  de  l'équation  (ai/j).  Il  est  positif, 
puisque  /,  m,  n  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  force. 

172.  Action  du  magnétisme  terrestre  sur  un  aimant.  —  L'action  du 
magnétisme  terrestre  ï'  sur  un  aimant  A,  dont  le  magnétisme  est 
rigide,  placé  dans  l'enceinte  E,  est  identique  à  celle  de  T'  sur  le  sys- 
tème équivalent  G  d'éléments  de  solénoïdes. 

Il  suffit  de  démontrer  cet  énoncé  en  réduisant  A  à  un  élément  ma- 
gnétique K,  et  s  à  l'élément  équivalent  k  de  solénoïde.  Or  chacune  des 
actions  de  T'  sur  K  et  sur  k  étant  représentée  j^ar  une  force  appliquée 
au  centre  commun  de  gravité  O  de  ces  deux  corps  et  par  un  couple,  la 
force  est  nulle  pour  A!"  (n°  167),  et  pour  X'  placé  dans  un  champ  de 
force  uniforme  (i  24),  c'est-à-dire  dans  un  espace  où  les  composantes  A, 
B,  G  (2i5)  sont  indépendantes  de  x,y,  s;  et  les  couples,  produisant 
(n°  169)  des  travaux  égaux  sur  les  deux  corps,  solidaires  et  mohiles 
autour  du  point  O,  sont  identiques,  ce  qui  démontre  172. 
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Rcchvi  ('lies  sur  l' action  de  la  matière  pondérable  sur  V cther ; 
Par  m.  E.  JABLOXSKI, 

Professeur  île  Mnlliéiii;ilii|ii(-i  >|..;ri,-ilc-  ini   Ivr.,-  il.'   lic-nn.  .n. 


onji;r   di:  cr  ni  \  va  il. 


Pour  iinivrr  à  l'explication  iii('(:mi(|ii('  des  lois  de  la  doiihli-  n'-frac- 
tioii,  i'rcsncl  a  admis  (jiic  l'éflicr  (|iii  ixiiètic  un  milieu  poiidérahie,  et 
plus  |)arli('idirreineiit  un  milieu  cristallisé,  subit  dans  sa  constitution 
des  déformations  parallèlement  aux  lignes  du  ciistal.  et  que  l'on  peut 
interpréter  géométriquement  au  moyeu  d'un  ellipsoïde.  M.  IJriot,  dans 
son  essai  sur  la  ihéorie  matliématique  de  la  lumière,  a  repris  cette 
idée  et,  en  y  appliquant  le  calcul,  a  retrouvé  les  lois  de  ces  phéno- 
mènes, il  parait  donc  probable  que  celte  hvpotlièse  est  vraie,  mais  oji 
peut  se  demander  s'il  ne  serait  pas  possible  de  remonter  plus  haut  et 
de  calculer  ces  déformations,  en  s'ajjpuyant  sur  cette  idée  simple, 
point  (le  départ  des  travaux  de  Cauchy  sur  la  lumière,  à  savoir  que 
tout  se  passe  comme  si  les  particules  matérielles  étaient  douées  de  la 
propriété  de  s'attirer  ou  de  se  repousser  mutuellement  par  une  forcM» 
proportionnelle  à  leurs  masses,  fonction  de  b'ur  distance  et  dirigée 
suivant  la  droite  qui  les  joint.  Que  cette  force  soit  une  propriété  inhé- 
rente; à  la  matière  ou  qu'elle  soit  purement  explicative,  cela  inijiort»" 
peu;  le  but  de  la  Physique  mathématique  étant  de  ramener,  par  le 
calcul,  toutes  les  lois  de  la  Physique  trouvées  par  l'expérience  à  une 
seule  et  même  loi,  ce  but  pourrait  être  considéré  connue  atteint,  si 
l'application  des  Mathématiques  réduisait   la  Phvsicpie  à  l'état  actuel 
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de  l'Astronomie,  oi'i  la  seule  loi  de  INewton  permet  d'embrasser  dans 
un  même  problème  de  pure  Mécanique  tous  les  mouvements  des  cor])s 
célestes. 

Je  me  suis  donc  proposé  de  voir  si,  de  la  supposition  d'une  action  à 
distance,  il  n'était  pas  possible  de  déduire  l'état  d'équilibre  de  l'éther 
engagé  dans  un  milieu  pondérable  et  d'exprimer  les  déformations  en 
un  point  du  milieu  étbéré  primitivement  libre,  en  fonction  des  masses 
des  particules  pondérables  et  des  distances  de  ce  point  à  ces  particules. 
J'ai  été  ainsi  conduit  à  des  équations  aux  différentielles  partielles  que 
j'intégre,  et,  en  interprétant  les  résultats  obtenus,  je  retrouve  l'bvpo- 
thèse  deFresnel  et  celle  qu'a  adoptée  M.  liriot. 

Connaissant  l'expression  des  déformations,  on  peut  former  les  équa- 
tions du  mouvement  de  l'éther  engagé  dans  un  milieu  pondérable 
d'une  structure  déterminée  et  l'on  trouve  ainsi,  pour  un  milieu  cu- 
bique ou  isotrope,  une  valeur  très  simple  de  l'indice  unique  de  réfrac- 
tion. En  discutant  le  résultat  obteiui,on  est  conduit  à  cette  conclusion 
importante,  savoir  : 

Si  dans  l'éther  libre  les  vibrations  longitudinales  peuvent  se  propa<^er, 
l'éther  est  repoussé  par  le  milieu  pondérable,  et  la  densité  moyenne  de 
ielher  engagé  dans  ce  milieu  est  moindre  que  dans  V élher  libre. 

L'application  des  formules  trouvées  aux  milieux  non  cubiques 
donne  les  équations  du  mouvement  de  l'éther  dans  ces  milieux,  sous 
la  forme  où  M.  Briot  les  a  trouvées,  et  dont  on  déduit,  comme  on 
peut  le  voir  dans  son  Ouvrage,  toutes  les  lois  principales  du  phéno- 
mène de  la  réfraction  multiple.  Elle  donne,  en  outre,  une  relation  très 
simple  et  non  remarquée  encore,  entre  les  indices  de  réfraction  et  le 
coefficient  de  ddatation  ou  de  contraction  de  l'éther,  ce  qui  permet  de 
calculer  ce  coefficient.  Ou  en  tire  la  même  conclusion,  énoncée  plus 
haut,  poiu-  le  sens  de  l'action  subie  jiar  l'éther. 

Il  n'y  avait  pas  lieu  de  refaire  la  théorie  de  la  double  réfraction  ;  mais, 
pour  confirmer  les  résultats  déjà  trouvés,  j'ai  cru  devoir  soumettre  au 
calcul  une  propriété  optique  des  cristaux  biréfringents  qui  m'a  paru 
intimement  liée  à  la  forme  cristalline  et  cpii,  jusqu'ici,  n'avait  été  sou- 
mise à  aucune  loi.  Celte  propriété  consiste  dans  les  différences  que  l'on 
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observe  entre  l'indice  ordinaire  et  l'indice  extraordinaire.  Pour  cer- 
tains cristaux,  le  premier  est  supérieur  au  second;  on  les  appelle  ré- 
pulsifs :  c'est  l'inverse  qui  se  présente  dans  d'autres,  cpic  Ton  appelle 
atlractifs. 

Pour  les  cristaux  appartenant  au  système  tlu  prisme  droit  à  base 
carrée,  le  calcul  conduit  à  cette  conséquence,  cpu-  :  le  signe  de  la  diffé- 
rence des  deux  indices  dépend  seulement  du  signe  de  ta  différence  entre  le 
côté  (te  la  base  et  la  hauteur.  Les  données  numériques,  empruntées  à 
l'Ouvrage  de  Dufrénoy,  montrent  que  cette  conclusion  est  conforme  à 
l'observation,  et  que  les  cristaïur  répulsifs  sont  ceua:  qui  ont  le  côté  de  la 
base  moindre  que  la  hauteur.  On  en  déduit  immédiatenKMit  que  l'éther 
est  repoussé  par  le  milieu  pondérable,  si  l'étlier  libre  peut  propager 
les  vibrations  loui^iludinales. 

Pour  les  cristaux  du  système  rliondjoétlrique,  le  calcul  montre 
encore  que  :  le  signe  de  la  différence  des  deux  indices  dépend  seulement 
du  signe  du  cosinus  de  l'angle  des  faces  du  triédre,  dont  le  sommet  est  à 
l'une  des  extrémités  de  l'axe.  Les  nombres  empruntés  à  rt)uvragc  déjà 
cité  montrent  (pi'il  vi\  est  en  eflet  ainsi,  et  que  les  cristnur  répulsifs  sont 
ceux  dont  l'angle  est  aigu,  d'où  encore  la  même  conclusion  pour  l'ac- 
tion du  milieu  |)ondérable  sur  l'éther. 

On  la  retrouve  encore  conlirmée  par  un  phénomène  particulier  que 
présente  le  spath.  On  sait  que  ce  corps,  sous  l'influence  d'une  élé- 
vation de  température,  se  dilate  suivant  son  axe  et  se  contracte  per- 
pendiculairement à  cet  axe;  c'est  Mitsch(>rlich  qui  l'a  montré  le 
premier,  et  cpii,  par  des  mesures  directes,  a  [)rouvéque  le  rh(unl)oèdre 
se  rapprochait  du  cube.  M.  Fi/.eau  a  recherché  quelles  étaient  li-s  mo- 
difications que  subissaient  alors  les  propriétés  optiques,  et  il  a  conclu 
que  l'indice  ordinaire  décroit,  tandis  que  l'iiulice  extraordinaire  croit, 
de  telle  sorte  que  la  double  réfraction  tend  à  disparaître.  Le  calcul  est 
pleinement  d'accord  avec  ces  ol)servations,  si  l'on  admet  encore  la 
conclusion  à  hupielle  on  a  été  conduit  précédenuncnt,  et,  conun<- on 
le  voit,  [)ar  des  voies  bien  distinctes. 

Les  travaux  de  (Jauchy  Mir  la  rcflevion  et  la  réfraction  sendjlent 
impliquer  la  nécessité  des  vibrations  longitudinales  qui,  invisibles  par 
elles-mêmes,  modifient  les  vibrations  transversales  réfléchies  ou  ré- 
fractées, <le  fai DU  à  établir  l'accord  entre  le  calcul  et  l'observation.  .Si 
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on  en  admet  l'existence,  il  faut  aussi  admettre  que  l'éther  est  repoussé 
par  la  matière  pondéralile. 

Cette  conclusion  est  contraire  à  l'hypothèse  de  Fresnel,  à  savoir  que 
les  densités  moyennes  de  deux  milieux  éthérés  sont  inversement  propor- 
tionnelles aux  carrés  des  vitesses  de  propagation  des  vibrations  transver- 
sales ;  dans  un  autre  travail,  je  reprendrai  l'étude  de  la  réfraction  et  je 
montrerai  que  cette  hypothèse  n'est  nullement  nécessaire. 

I.  —   Équilibre  dk  l'éther  engaoi:   dans  un  milieu  pondérable. 

Soient  m  la  masse  d'une  particule  d'élher,  .r,  y,  :;  ses  coordonnées 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  quelconques.  Soient,  de  même, 
m^  la  masse  d'une  particule  pondérable,  a;,,  y,,  3,  ses  coordonnées  par 
rapport  aux  mêmes  axes.  Désignons  par  r  la  distance  de  deux  parti- 
cules d'éther,  par/-,  la  distance  d'une  particule  d'éther  à  une  particule 
pondérable,  \>M'f[r)  l'action  mutuelle  de  deux  particules  d'éther,  rap- 
portée à  l'unité  de  masse,  et  enfin  par/, ( r,  )  l'action  d'une  particule 
pondérable  sur  une  particule  d'éther.  Si  l'on  appelle  x' ,  y',  z'  les  coor- 
données d'une  particule  d'éther  voisine  de  la  première,  on  a 


r=\l{^-x')-+iy-y')-- 


r,  =  ^/(.r,  -  x)-  +  (v^  —  vV-+  (s,  —  =)- ; 

on  aura  les  équations  d'équilibre  d'une  particule  d'éther,  en  écrivant 
que  les  composantes  de  toutes  les  actions  exercées  sur  elle,  suivant  les 
trois  axes,  ont  une  somme  nulle,  ce  qui  donne 

I  yrn-'^[x'-x)  +  Sm,^^{x,-x)  =  o, 

(X)  ^ml^  if -y)  +X-.  ^-  Cv.  -V)  =  o. 

$;-^(^'-^)-^$;».^Nc.,-..)=o. 

T. a  somme  ^  s'élend  à  tout  le  milieu  éthéré  et  i,  à  tout  le  milieu  pon- 
dérable. 
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Si  ces  cleriiiùrcs  soimncs  se  réduisaient  ;i  zéro,  on  amait  les  cqtia- 
tions  d'équilibre  de  l'éther  libre,  lequel  prendrait  évitleniment  une 
disposition  telle  «pie  tout  serait  semblable  autour  d'une  particule  quel- 
conque, ce  que  l'on  traduit  anal}  tiquenient  en  écrivant  que  tout  y  est 
indépendant  de  la  direction  des  axes  de  coordonnées.  La  présence  des 
particules  pondérables  altère  cet  état  d'équilibre  et  modifie  la  position 
de  cliaque  particule  d'étlier,  c'est-à-dire  en  affecte  les  coordonnées  de 
certaines  variations  que  nous  nous  proposons  d'évaluer;  nous  les  dé- 
signerons par  ^ix,  hy,  }iz. 

Pour  abréger,  nous  représenterons  par  A^,  Aj,  Az  les  différences 
*'  —  ^.  y  —y,  -'  —  =,  pour  le  fluide  étbéré  libre  et  isotrope.  Ces  dif- 
férences subiront  les  variations 

f^Ai  ou  AH.r, 
^  Ay  ou  Ahy, 
^Az      ou      A'^r 

Nous  supposerons  ces  différences  assez  petites  pour  qu'on  puisse 
en  négliger  les  deuxièmes  puissances;  dans  cette  hypothèse,  on  aura 

X            Ajr  A  o.i- H- Ar  Ao)' -H  Ai  A  o; 
rt/-=  ■■ , 

r 

et  les  équations  d'eciiiilibre  prendront  la  fonnc 

y],«|'I.^^)_^.îllL)A^'■|AÎ5.r+V«^l4i:iAa•AvA-\v 
l  4-  >  w  — ^  A.V  Az  A^z-hy  /H,  K,  /•,  ) , X,  —  .r   —  o. 

'  V m  '  I  '  '  Aa-  Av  A  .^a-  -^  V rn |  F ( r)  -f-  ^^^  A,)-'  I A  4>- 

+  2jm  -  —  AvA;  A6--  -H  >^^wi,  ^  , /,  ;  ^/,  -yj  =  o, 
ym^^A.vAzAl.-^\m''"'A.AzAh' 

+  \  «/     I'   /• ,  H ~  S;-    A  iîo  -f-  \   ni,  V,   r,  ){^z,  —  3)  =  o. 
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en  faisant,  pour  abréger, 

et 

On  a,  svniboliquement, 

et  de  même  pour  (V  et  (5s,  pourvu  que  dans  le  développement  on  con- 
vienne de  remplacer  les  puissances  des  caractéristiques  ii,  ^>,  w  par  des 
indices  de  dérivation.  Alors,  si  l'on  pose 

L=  Vm|F(»+  Ï^A.r-U. 


M"' 


V  =  Sm~^  àa-  Sri, 


le  système  (2)  s'écrit  svniboliquemenl 

,   L^x-h  Pi^r  +  QJ5r.  +  l,m,F,{r,){x,  —  a-)  =  o, 
(3)  !  V^x-^Mhv  +  R}):^  l,m,F,{r,){y,-y)=o, 

{  QSa'+R<V  +  N^s  +  ^,m,F,(r,)(i;,  -:;)  =  o. 

Claïuhv  a  remarqué  que  les  expressions  L,  P,  Q,  ...  peuvent  se  dé- 
duire des  deux  autres,  savoir  : 

G  =^mF(/-)(e"^"""^'^-^-- -  i), 

tic  telle  sorte  cpie 

L  =  G  +  D;„H.     P  =  DLH,      .  .  . , 
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les  équations  (  i)  peuvent  donc  s  fcriie  ; 

I  G  ?>a7  -f-  D;.,  H  S.r  4-  U;,,  H  hy  -+-  D,',.,H  }iz-hl,m,  F,(r,  )(^,  -  x)=  o, 

('i)      G?5v  +D-.,H?ia-t-Df„TIi5r-^  nf.,„II^r  +^,W2,F,  r,)()-,-j)=o, 

'  G^z  +DlJ[lv  -hiyiJUy  -hDlJi^z  -'- l,m,V,  r,( z,- z)=o. 

Les  Ar,  Av,  Az  étant  sn|)|)(xscs  relatifs  à  l'éllier  libre  et  isotrope, 
les  termes  contenant  des  puissances  impaires  de  ces  quantités  sont 
identiquement  nuls,  puisqu'ils  ne  doivent  pas  changer  de  valeur  lors- 
qu'on change  la  direction  des  axes,  c'est-à-dire  le  signe  de  ces  termes, 
d'après  cela,  le  premier  terme  à  conserver  dans  C,  dépendra  de 

!  n  Al  -^  e  Ay  -t-  ir  A;  '. 
et  dans  [(  de 

'  Il  Af    r-  (•  Al-    -  (f  Az   '. 

Nous  négligerons  pour  un  instant  les  termes  qui  sinvint,  sauf  à  voir 
|)lns  tard  l'erreur  cpii  peut  en  résulter.  On  a  alors  simplement 

G=  ^SmV{r}(uA.T-hiAj  -hn-Az)-, 


ou  einni 


nfin 


H  =  — 5-7  >  m   - —  (  « 


A.i-  -I-  (•  Av  -f-  '<■  A;  '. 


Nous  ferons 


G  =  ^  \  m  F( /•  j  r-  [  ir  -+-  c-  -+-  n-  ), 

Il  =      ..   ■   -  >  m /•'«--!-<'--)-  (1-  -. 

i..i.i.)Zu        '•  ' 

/i=  --^.SmV  r  t'. 

Ces  sommes  se  rapportent  à   l'etlier  libre,    tel  (pi  d  serait  sans  lactioii 
du  milieu  |)(in(leiahle.    VIoin 

G  ^  g[u-  -r-  »'  -f-  n-  ;, 

,,        //       .,  »  ., 

H  =  -[it^  -^  e--l-  «i'';. 

Joiirn.  ,lr  Math.  (,(•  soriol,  tonii-  X.  —  Mil   iSS',.  20 
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on  en  tire 


D,^,II  =  h[u-  H-  (  -  -h  W-)  +  nhu^. 


et  les  équations  de  l'équilibre  deviennent 

(  g'  -f-  A  )(«-  +  <'-  -I-  (it'-  )  ^x 

{g  +  h){u''  +  \'-  +  w-)ly 

+  2h{uvlx  +  v"  ty-^vw^tz)  +  l^m^  Y^[r^){y^  —  j-)  =  o, 

i g  +  h)[u-  -h  ('-  +  (V^ )  Iz. 

+  :^/?(?/iv;^=  +  f(vî>^v+îï'-  ?iz)  +  2,  m,  F,(r,  )  (z,  —  s)  =  o, 

équations  linéaires  aux  différentielles  partielles  qu'il  s'agit  d'intégrer. 
A  cet  effet,  cherchons  d'abord  si  l'on  ne  pourrait  pas  y  satisfaire 
par  une  solution  particulière,  savoir  : 

Sj:-  =  1^m^  '^{l\)[x^  —  x), 
ly=  l,r?i,oii,)  {y,  -y), 
j^s  =  l,m,  (f{r,  )  (r-i  —  z], 

en  choisissant  convenablement  la  fonction  inconnue  y(r,  ).  On  a  alors 

uhx  =—  l,m,  -^-^  (.r,  —  .r)-  —  l^m,  Z'{r,], 
/", 

ir  hx  =  l.m, —^ h  ol,m, '-  (x,  —  x), 

,,çHx  =  l^n>,\^]^-^^--^l^^-^~^'^I^m,^iy,-y), 
1     ' 1      I  '  1  'I 

il  eu  résulte 

(m-  +  v--h(v-)  ^x  =i;,»i|p^-^    r/.r,  —x]-h5l,m,  '^-^{x,  —  x), 
I     'i     I  't 

h'  1)X  +  m-  \y  +  mv })z  =  l,  m ,  [")— 1  '•, '^,  -x)+  "i 2,/?z,  '^^ (a;,  —  x). 
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l.cs  t'"(m.ilioiis  (fj)  (Icvicmiciit  alors 

l'.llcs  sont  satisfaites  siimillaiu''nu'iil,  si  l'on  rhoisil   la  (onction   o  île 
manière  à  salisfan'e  à  l'étjnation  uni([iie 

ou,  en  faisant,  pour  abréger,  <^{r,)  =  '^^~^, 

(7)  (5'-t-3A)(^i^,-,  +  56)-+-F,(r,)=o. 

9  ayant  été  ainsi  choisi,  et  ïix,  \y,  >)z  étant  toujours  les  solutions  les 
plus  i^énérales  des  é(|uati()iis  (5),  faisons 

^.1  =  l,m,o{r,)[x,  —  x)  -h  ^'.r, 
^y  =  1,  mfO{r,  ;  (  v,  —  y  :  -t-  (V_v, 
S:;  =  I,m,f{r,){Zt  ~  s)  -f-  ^'z, 

^'x,  <Vj>',  -Vs  étant  maintenant  les  incoiuuies  de  la  ([uestion.  Mlles  sont 
déterminées  par  les  équations 

(o  ^"  f'){u-  -hi'-  +  (V-)  S'o-'-i-  2hyir  h'x  +  Ml'<Vv  -htdiV  rV;  ;  ^  <1. 
{g -^  /i){u^  -h  v'^  -h  w^)^'y  -h  2/i{uv  K X  ■+-  f-^'j-+-n»'S'r)  =  o, 
(g- +  /«)(«*  +  e* -!-(»•■-)  <V=  +  2/1  mv/i'x-hiyi-^'y  -h  iu''li'z)  =  o, 

lirees  par  siilislilulioiis  des  eijiialioMs     '.  .  Dans  rdlni   ld)re.  les  solu- 
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lions  seiaiciU  \  isiUlciuciil 

<i'.^'  =  o,      'V  V  =  <>,      'V;  =  o. 

Or,  si  l'on  passe  de  l'cthcr  lil)ri;  à  l'étlier  qui  pénétre  le  milieu  pondé- 
l'able,  les  coefficients  g  et  h  ne  changent  pas;  on  en  conclut  que  les 
solutions  restent  les  niémes,  et,  par  suite,  que  les  solutions  trouvées 
sous  forme  de  solutions  particulières  sont  en  réalité  les  solutions  géné- 
rales des  équations  de  l'équilibre. 

Elles  ont  une  interprétation  simple.  Considérons  les  trois  déplace- 
ments élémentaires 

"t,?{r,}[A',-as),  m,o[r,){y,-Y),  m,a[r,){z,  -  z), 
tpie  l'on  peut  écrire 

ce  sont  les  composantes  suivant  les  axes  coordonnés  d'un  déplacement 
unique  représenté  par  m,  o[r^)r^,  et  dirigé  suivant  la  droite  qui  joint 
le  point  du  milieu  éthéré  à  une  particule  pondérable.  Ce  déplacement 
est,  comme  on  voit,  proportionnel  à  la  masse  de  la  particule  pondé- 
rable et  fonction  de  la  distance  à  cette  particule. 

Le  déplacement  total  d'une  particule  d'éther  est,  d'après  la  forme 
trouvée,  la  résultante  des  déplacements  élémentaires. 

Toute  la  question  est  donc  ramenée  à  intégrer  l'équation  (7),  ce  qui 
ne  présente  aucune  difficulté. 

II.     —     iNTÉGliATlON. 

L'équation  (7)  est  linéaire,  on  en  a  inunédiatcmcut  l'intégrale 

où  C  est  ime  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  remarcpions  (|iie  i|i  doit  se  réduii'e  à  zéro,  lorsque 
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l'éther  est  supposé  libre,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  supprime  l'aclioii  du 
milieu  pondérable, ou  enfin  lorsfpi'on  fait  F,'/-,  o;  il  en  résulte C  =  o, 
et  l'on  a  simplement 


:«) 


•M'-.)-^  .,     '     .,     /F,  /•,   r\dr,. 


La  fonction  F,(r,  )  est  généralement  consiflérée  comme  étant  inver- 
sement proportionnelle  à  une  certaine  |niissance  entière  de  la  distance; 
en  effet,  si  l'on  su|)pose  qu'il  en  soit  ainsi,  poui-  la  force  d'ac  tion  de  la 
matière  pondérable  sur  l'étber,  on  a 

fi,  étant  une  constante  positive,  si  la  force  est  atliactixe,  négative  dans 
le  cas  contraire;  on  eu  conclut 

Plus  généralement,  ou  |)eut  imaginer/,  /•,  )  développée  suivant  les 
puissances  croissantes  de      >  soit 

'1  '  r 

et  si  l'on  admet  cpi'a  mic  petite  distance,  comp.u'able  au  ravon  de  la 
sphère  d'activité,  le  picinicr  Icrrne  est  prépondérant  et  ilonne  son 
signe  à/,(/-,  ),on  pourra  encore,  quand  on  se  bornera  a  étudier  le  sens 
des  pliénomènes,  limiter/,!  r,  )  à  ce  premier  terme;  c'est  ce  (pie  nou^ 
ferons. 

Ilemplaçant  don«    F,:/-,)  par  la  xalcin-  précédemment  écrite,  im  a 

/'f,  r,   /•;.//,::.  ,/,  l' -tL. 
.'      '     '     '      '       .  '_/  ,-^,-j 

I"  Si  n,  ^  4,  on  a 

'  '7  '-"r'        ".-I  /?-' 
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donc 

,       ,  _  [>2 "_ . 

■A''>)-  (;,^sh)(n,-^)  /■';.-" 
par  suiti', 

^^'^'^  -  (..  +  3 A) («,-.'!) /•;'■' 

ou  enfin,  si  n ^  -.=  \ , 


Il  en  résulte 

^x  =  ■ -j TTT'   >    — '-i  (-t'i  —  ^  . 

•î>  -  («,- 1) («,- 4)  (^  +  3/oZ, '•';-' ^■''    ^^' 


dz 


{/(,— !)(«,  — 4)(A'-t-3/i) 


On  a  supposé  «,  différent  de  i  et  de  '\. 
2°  Si  «,  =  I ,  on  trouve 


3(é'+3/o 


'nrMn 


I.  désignant  un  logarithme  népérien. 
3"  Si  At,  =  4>  on  trouve 

/        \  1-^1  /'t  '    »    ' 


3LA'-i-3//) 


j  '  /•; 


L'unité  tie  longueur  est  arbitraire,  on  la  supposera  très  grande  par 
rapport  au  rayon  de  la  sphère  d'activité,  de  sorte  que  le  nombre  r, 
sera  toujours  petit. 

Avant  d'aller  plus  loin,  proposons-nous  d'a])précicr  l'erreur  com- 
mise en  réduisant  (t  et  H  à  leurs  premiers  termes;  bornons-nous  à  G  : 
le  résultat  serait  le  même  pour  H. 

Le  premier  terme  négligé  dans  G  est 

^lmV{l■)[u^x-h  i'Sy  -+-  n'As)' 
ou 

— 'y—.  lm-p{r) /•■■  1  M-  -}-  t'-  -+-  iv- 1-  ; 
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donc,  dans  la   preinieri'  cf|iiati<>n,  par  exemple  dans  G  ^x,  on  a  né- 

— r^m  (m  r)rUu-  ■+-  v-  +  (v"-]-  ox 

ou 

a .  5  \    /      \  ''  ^,  _(_  3  /, 

n,(n,  —  i)    v      T^/  \    1  V  !-i| 

2  .  rW  .?  -I-  3  /<)  '         '    r'J.+l  ' 

le  premier  ferme  conservé  est 

donc  den\  termes  relalils  aux  mêmes  valeurs  de  ret  de  r,  sont  un  rap- 

|)ort  de  l'ordre  —  • 

Si  l'on  désigne  par  i  le  rayon  de  la  sphère  d'aclivité  de  l'éllier  sur 
lui-même,  par  /  la  demi-distance  moyenne  des  particules  pondérables, 

ce  rapport  pour  deux  termes  quelconques  est  moindre  qtie  'j.-  Dans 

l'idée  (pie  1  on  se  fait  du  milieu  élliéré,  on  conçoit  que  chaque  cellule 
du  milieu  pondérable  contient  un  très  grand  noml)re  de  particules 
d'éther,  la  distance  de  deux  particules  d'éther  voisines  est  donc  très 
petite  par  rapj)ort  à  /,  et  si  l'on  admet  que  l'action  ilu  milieu  éthéré 
sur  luie  de  ses  particules  se  réduise  à  celle  des  particules  très  voismes, 
le  rapport  précédent  sera  assez  petit  pour  que  l'on  puisse  négliger,  au 
moins  dans  une  première  approximation,  les  termes  que  nous  avons 
icjetés. 

III.    —    iNTICRPRKrAnON. 

Nous  avons  trouve  pour  les  composantes  de  la  di-formalion  totale 

,   iîv  =  2,/w,  9(r,)(7,-7), 
(  liz^.l,m,  ?(/-,)(3,—  z). 
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et  déterminé  la  fonction  ©;  voyons  maintenant  comment  ces  formules 
s'accordent  avec  l'Iivpothèse  de  Fresnel  et  l'idée  que  M.  Briot  a  émise 
sur  la  constitution  de  l'éther. 

Considérons,  par  exemple,  un  milieu  cristallisé  dans  le  système  du 
prisme  droit  à  base  rectangle;  prenons  j)our  origine  le  centre  d'une 
cellule,  et  soient  a,  h,  c  les  demi-dimensions  tle  celle  cellule  :  les  coor- 
données d'une  particule  pondérable  quelconcpie  seront 

ma,   ri  h,  pc, 

m,  n,  p  étant  des  nombres  entiers  impairs  positifs  ou  négatifs  et  pou- 
vant prendre  toutes  les  valeurs  possibles;  ou  a  donc 

('Ja^  =  \      \       \    mf\ma-~x)'j^\\^(m.(i  —  x)--^(nb  —  y)--^[pc  —  z)-\- 

Actuellement,  imaginons  que  l'on  passe  d'une  particule  d'éther  à  une 
autre  occupant  dans  une  autre  cellule  une  position  homologue  à  celle 
de  la  première;  le  centre  de  cette  cellule  aura  pour  coordonnées 

am'a,   ■in'b,   a/Zc, 

ni ,  n  ,  p'  étant  des  nombres  entiers  déterminés.  Donc  il  faudra  rem- 
placer 

.r,   y,    z 
par 

V  4-  mi  a,  y  -^  iii  b,    s  -+-  a/j'c 
et  si  l'on  pose 

ni' ^  m  —  ini,     //"  =  n  —  :>.ii,     p"  ^  p  —  2p  , 

m",  n" ,  p"  seront  encore  des  nombres  impairs  pouvant  prendre  toutes 
les  valeurs  possibles,  et  l'on  aura  pour  la  seconde  particule 

ô.r^    \       \       \    fn,[//i'a  —  x) 

X  f[\J{m"(i  —  x)-  -h  [n"  b  —  y)-  -+-  (p"c  —  s)-J, 
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qui  est  évidemment  la  même  chose  que  pour  la  première.  Donc  ^jc, 
^y,  8s  reprennent,  comme  on  devait  s'y  attendre,  la  même  valeur  aux 
points  homologues  des  cellules  cristallines  :  ce  sont  bien  des  fonctions 
périodiques  de  •r,y,  z  dont  les  périodes  sont  2a,  "xb,  2C.  C'est  sur  cette 
considération  que  M.  Briot  a  fondé  la  tliéorie  mathématique  de  la  dis- 
persion et  de  la  polarisation  circulaire. 

Si  l'on  considère  une  fonction  rrfr,  j,  telle  ([ue  l'on  ait 

et  que  l'on  foiini'  la  fonction 

on  voit  que  ^x,  h',  ^z  sont  les  dérivées  partielles  de  cette  lonctioii, 
prises  respectivement  par  rap|)()rt  à  r,  y,  z. 

Donc  le  déplacement  d'une  [)articule  est  dirigé  suivant  la  normale  à 
la  surface  représentée  par  Tcupialion 

(i3)  l,m,r:;\r,  ]  =  >., 

X  étant  choisi  de  façon  que  cette  surface  passe  par  le  point  considère. 
C'est  l'analogue  des  surfaces  de  niveau,  en  hydrost;iti([Ui'. 

Pour  les  points  voisins  du  centre  d'une  cellule,  cette  surlace  est  sen- 
sil)l(  nient  un  ellipsoïde  ou  une  sphère.  En  effet,  prenons  toujours  pour 
origine  le  centre  de  cette  cellule,  et  désignons  par  )o  '•■'  valeur  que 
prend  X  ou  l,m,7^{r,)  quand  on  y  fait 

X  =;  o,     y  =  0,      :;  —  o. 

Développons  À  suivant  les  puissances  dea,  v,  z;  on  a 

X  =  >„  +  hX„  X  -+-  eX„  j  -!-  ncXo  : 
+  ^  (u-  X„x''  +  i>-  X„  y-  +  (v'-'Xo  z'--h'A  in').„  ,rv-t-  ■(  inxl^vz  -t-  2ctrX„  >':;  )  -r . . . 

Si  Ton  fait 


p,=)/x',-hy--hz% 

Journ.  ,1c  M,ii/,.{.i'  si-iiu\  loin.;  .\.  —  Mai  tS»',. 
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on  a 


Pi 


fXn 


"''(Pl) 


ces  quantités  sont  nulles  dans  ini  milieu  hoinoédrique.  Nous  ferons 
ensuite 

«-/.„     ou      —  l,m,o'{fj,)'—^  —  2,m,(D[^,)=^  A, 

'  Pi 

v-'/.„     ou      — ^1 /??,  ©'((S,  )-^  —  2,  w,  (p(jO,  )  =  A', 
?i 

w'- A„     ou      —  l,ni,(p'[p,)—  —  lf/n/^[ fj ,  )  =  A" , 
?i 

0r>.„     ou      —  l,//i,(^'{f,,]''~^^  =  B, 

Pi 

«ir).„      ou      —  2,  m,  ç'(pi  )— ^^  .       =  B', 

pi 

/a'/,„      on      —  - 1  '''  I  '-i'i  P I  )  — '^-^  ^  B". 

On  a  donc,  en  se  bornant  aux  termes  du  deuxième  degré  en  a-,  y,  z, 
ce  qui  revient  en  réalité  à  négliger  ceux  du  quatrième  degré,  car  les 
coefficients  des  termes  du  troisième  degré  sont  identiquement  nuls  : 

7.  =  >.„  -t-  i  (  A  X-  ■+■  A' y-  -t-  A":;-  +  2  [\vz  -+-  1  V>' xz  +  2  V," xy), 

et  si  X'  est  la  valeur  de  X  relative  à  un  point  donne  du  milieu  fluide, 
l'équation  (i3)  devient 

A.r-  +  A'j-  4-  A"s-  H-  aLSjs  -\-  iWaz  -+-  iV," .ly  =  2[\'  —  X^)- 

Dans  un  cristal  à  lignes  rectangulaires,  si  l'on  dirige  les  axes  suivant 
ces  trois  lignes.  B,  TV,  B"  sont  nuls;  il  en  est  de  même  dans  un  milieu 
isotrope,  cjuelles  que  soient  les  dii'ections  des  axes;  dans  tous  les  cas, 
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ils  le  deviennent  si  l'on  j)niHl  |ioiir  axes  de  coordonnées  les  axes  de  la 
surface  dont  on  vient  di-  trouver  l'équation. 

Dans  le  cas  particulier  d'un  milieu  cubique  ou  isotrope,  on  a 

A  =  A'=  A"; 

la  surface  se  réduit  à  uik;  s|)lK're.  En  tenant  compte  des  termes  d'un 
degré  plus  élevé  en  x,y,  z  à  mesure  que  l'on  s'éloigne  du  centre,  on 
pourrait  avoir,  avec  une  exactitude  plus  grande,  l'équation  de  la  sur- 
face véritable.  Mais  je  ne  m'arrête  pas  à  cette  recherche  facile. 

Les  axes  étant  dirigés  suivant  e"ux  de  la  surface  du  deuxième  degré. 
on  â 

o.r=  A  a-, 

$v  —  A 'y, 

^z  =  .\"z.. 

ce  que  l'on  peut  exi)rimer  en  disant  que  le  milieu,  dans  nue  même 
cellule,  a  subi  des  contractions  ou  dilatations  parallèlement  à  trois 
axes  principaux,  et  telles  que  la  variation  de  chacune  des  coordonnées 
est  proportionnelle  usa  valeur.  C'est  l'hypothèse  de  M.  Briol. 

IV.    -   Mouvement  de  l'ktiier   sionipiK   par   la   i'hésence 

n'uN     fttlI.IEU     PONDKRABI.E, 

Les  équations  d(^  l'étpiilibre  étant,  comme  nous  l'avons  vu, 

/  lmF{r)Xt-h  l,m,[r,){x,  —  œ)  —  o. 
■  lf/iV{r)lv  +  l,m,(r,){y,  —y)  =  ù. 
'   Irn  Fi  /    As  4    l,//i,{r,)(z,  —  s)  =  o, 

oii  obtient  les  équations  du  mouvement  vibratoire  en  imai,'inanl  que 
chaque  parlicule  subisse  autour  de  sa  position  mo\enne  un  |)eti(  dé- 
placement dont  les  composantes  :.  /;,  Ç  suivant  h's  trois  axes  sont 
assez  petites  pour  qu'on  puisse  en  négliger  les  secon<les  puissatices.  el 
en  exprimant  ipio  les  forces  élaslitpies  ainsi  <léveloppées  et  rapportées 
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;i  l'unité  de  masse  sont  jnstenieiit.  suivant  les  trois  axes.  leseoni])osantes 
(le  l'accélération. 
Si  l'on  fait  toujours 

G  =  Im  F(.r)  [e"^-^''^y^"'^-'  _  ,  ] . 

/■      '- 

—  {u^x  -\-  V  \y  -h  w  ^z )  —  .;  l' u  A.r  -\-  v  ^v  -h  w  \z )- ] 
et 

L  =  G  +  D,^,n,     P=:D,;,H 

et  qu'on  désigne  D,  la  dérivée  jîrise  par  rapport  au  temps,  on  aura, 
pour  le  mouvement  de  l'éther,  en  négligeant  celui  du  milieu  pondé- 
rable, ce  qui  est  sensiblement  vrai  pour  les  milieux  transparents  : 

-h'Ol,  w,  —^7-^  (iT,  —  cc)(y,  —y:  -+-  Ç^,rn,  ~ —  [x,  —  x){z,  —  z)  =  o, 
/■,  •         ..  ,  f  ^ 

(D;  -M)y3  -  FÇ-  RÇ-f--/;2,/«,|  F,(r,)  +  ~^{y,  -j)'^] 

1);-  N)Ç  -  Q?  -  P-/3  +Ç2.m,[F,(r,)  +  î^(  =  ,  -  ^)^] 

:       -^i^,m,^^{x,-œ)iz,-z.)^-ol,m,^^{y,-y){z,~z)  =  o. 
'  I  '1 

Les  coefficients  de  cette  équation  ne  sont  pas  constants,  mais  nous 
les  réduirons  à  leurs  valeurs  moyennes,  ce  qui  revient  dans  un  milieu 
liomoédrique  à  prendre  leurs  valeurs  pour  le  point  qui  occupe  le  centre 
d'une  cellide. 

Four  calculer  les  modifications  que  subissent  les  coefficients  L,  M, 
N,  V,  Q.  li,  quand  on  imagine  que  l'on  passe  d'un  milieu  étliéré  libre 
au  milieu  modifié,  (-onuue  il  a  été  dit,  il  suffira  de  faire  varier 

û,r.   A)',   Ac 


ACTION    l)K    t.A     iMATIKRK    PONDKRABLE    SUR     L  ÉTMRR.  ID") 

de 

?)A.r.   ^\Y.   lilz 
ou 

Aî5.r,   A\y,   ài^z, 

on  a,  on  général  et  sous  forme  s\  iiil)()lif[ue. 

A?îy  =  (e"^'"''-^'"'-^'-i)'>v. 

Il  suffira  de  conserver  les  termes  tlu  premier  degré  en  Ax,  Av,  Ar,  cl 
si  l'on  observe  que,  moyennant  un  choix  convenable  des  axes,  on  peiil 
faire  que  les  valeurs  movennes  de 

soient  nidles,  on  a 

(5  \x  =  u  ^x  \a:, 

?>  Av  ^  V  ^y  \y, 

8  As  =  HP"  ^z  A=  ; 

donc,  tout  se  réduit  à  remplacer 

A.r.   Av,   A:; 
par 

(  1  -+-  M  <\r)  A.r,  (  t  -H  e  ^v)  Av,   (  i  +  «t-  Jî:  I  A-.. 

les  ùiX,  Ay,  A:  se  rapportant  toujours  :m  fluidi-  etliere  hbi-e. 

V.    —   MlLIEl'    CUBIQUE    ou     ISOTROPK. 

En  dirigeant  les  axes  de  coordonnées  suivant  les  lignes  du  cristal,  si 
le  milieu  apparti<'nt  au  svstéme  cubi(|ue  ou  suivant  trois  droites  rec- 
tangulaires (juelconques  s'il  est  isotrope  comme  le  verre,  les  liquides. 
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les  vapeurs,  les  gaz,  on  voit  que  l'on  a 

u  ^x  =  (•  <>\'  =  (p  (^3  =  ^  (  a  <).v  -+-  i'  <\>'  +  Hf  (5s")  ; 
or 

n^x  =  —  1,111,  "^—f^  {.r,  —  x)-  —  l,m,'p(r,), 
'i 

i>l)Y  =  —  2, m,  ':^-*^  (y,—  v'i' —  l,rti,  o{r,), 

'  1 
Donc 

M  %x  +('<>v  +  n'^z  =  —  l,m,  o'ir,)r,  —  'il,m,f{r,' 

i"  Si  n,  ^  I  et  de  4,  on  a  (9), 

(r    ]—  ~  '■^'  ' 

?['<)-  („,_,)(„,_4)(^.+  3A)  /-;.-'' 

,/     \ R !_ 

'"•?^^''-  («,-4)  (A' +  3/0  /•','.  '' 


et,  par  suite 


îs  X  >  —  !^i  .,  I      /     —  3 

u  ()x  +  ('  oy  +  tr  f^s 


(«,- 4)(*'  + 3/0^' '"'/•'.'■-•  V«> 
-~  («,-i)(,i'-l-3/0     '      '  /?-' 
Réduite  à  sa  valeur  moyenne,  cette  quantité  sera 

(«1  — i)(^  +  3//)ZiiP"'"'' 


j9,  étant,  comme  plus  haut,  \/x''^  +  J,  +  :■',  ■ 

Nous  désignerons  par  3  o-,  cette  constante,  et  nous  aurons 

Il  })x  =  ('  (V  =  (r  i^r  =  g\  . 

2°  Si  72,  =  I,  on  a  (i  i) 


ACTION     DF.    L\    MATliltli    l'OMJKH  AliLK    SLIIl    l'ÉTUKII.  1 G7 

on  CI)  conclut 


,m, 


Oïl  peut  réduire  le  second  membre  à  son  premier  terme,  qui  est  très 
grand  par  rajjport  au  second. 
3"  Si  /i ,  =  4 ,  on  a  (  1 2  ) 

d'où 

Dans  (]  et  11  réduits  à 

-  \mV{r){uàx  -f-  fày  -+-  wSz}- 
et 

il  faut  maiiiteuaiit  remplacer 

par 

(i-f-^,)^'^'.   (i  +  ë'O^J»   ii  +  ir,!Ac. 
Nous  ferons 

r  se  lrouv(Ta  remplacé  par  {i  +  g,  )r;  donc,  si  l'on  |)Ose 

-^=17327^'    ^'=^--3317^' 
les  ^  se  rapportant  ici  à  l'étlier  libre,  on  aura  sim|)lemeiit 

on  en  déduit  iimiicdiitciiiciil    I.,    M.    ... 
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Les  autres  eoeftieients  ont  pour  valeurs  moyennes 

Zji  ,'i  ^i  ?>  ilJi  /l 

les  trois  derniers  sont  nuls,  les  autres  sont  égaux;  leur  somme  est 

y m,[3F,fp.)-+-F'(p.)p,j  ou  -(«, -2)y^. 

Nous  la  désignerons  par  3/,;  cliaeun  des  trois  premiers  coefficients 
aura  donc  pour  valeur  /,,  et  les  équations  du  mouvement  deviendront 

[d;  -  ^7^^^  ("'  +  ''"  +  »'')]  ?  -  (i  +  ff,y-^  (""'^  ^  *'"■■''  +'*■■'?)  +  A  Ç  =  o, 

Les  ondes  planes  persistantes,  solutions  particulières  de  ces  équa- 
tions, sont  données  par 

i  étant  mis  pour  ^—  \ ,  et  a,  b,  c  étant  proj)ortionnels  aux  cosinus  di- 
recteurs delà  normale  au  plan  de  l'onde.  Si  l'on  désigne  par  I  la  lon- 
gueur d'onde,  on  a 

a"  -+-  h-  -+-  c-  —  -^  > 

et  la  durée  d'inie  \ihi'ation  est  —  •  A,  B,  C,  a,  b,  c,  s  sont  réels. 


Acriov    1)1.   IX    MAI  II  ni    roM)i:i,Ai.f.r  mm    r.i;iiri:n.  iT,,, 

î.<'s  :iiii|>liliHlcsA,  I!,  Cs.mt  lires  |);ir  les  équarir.iis 

I  1/^  -  Jji~^.  (-  +  ''^  -  r'    -  /,  I  A  -  ^-^  (, A  -,  /.!>.  -,  cCj  =  o. 

Si  l'on  multiplie  ces  ccinations  respeerivemcnt  par./,  /y.  r  <•!  .pr,,,.  les 
ajoute,  ou  a 

I'    5  n  -t-  /<         /     .,  ,  ,  1 

I  *  ~  fT^T^Tyr-i  («'  +'-'■  +  c-  )  -  /,   («A  ^  6l{  +  cC  i 

fie  là  deux  iiiaiiién's  (Tv  satisfaire  : 

'"  rt  A  -+- Ali -^rC  =o. 

reipii  loiiniil  nue  \il)ratiou  transversale  uou  polarisée  ave 

'■  ''  -  {^+fr,)n-^  («■  +  /^^  4-  C^ )  -  /,  =  o. 

A  _  P.  _  (  ; 
avec-  _  -  _  -,  re  rpii  loinnil  un.'  Ml)i:iii,,ii  iuu-ii,i.lmale. 

f.a  vitesse  de  propai^alKui  (!<■  l'oml,.  rsi  rMniiii,'  p.ir 

\,'a'  +  h*  -hc^         -î  - 
Doue,  pour  les  vibrations  transversales,  ou  a 

,  a  _       A-  -I-  /«  /,  P 

(«-t-.ir,)'—   ^   ',7:' 
yu«/-«.  ./<•    l/«r/..  ,  i-s.Mie',   tome  X.         Mw   ,,xt!',.  2  2 
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et,  pour  les  viljrafions  loiigitiulinales, 


o-  +  3  /,  /,  p 

Dans  l'éther  libre,  ^|  et  /,  sont  nuls  :  donc,  si  roo  et  «'„  sont  les  vitesses 
de  propagation  des  deux  espèces  de  vd^rations  ;  dans  l'éther  libre,  on 
voit  que 

'ji'l  =  g-h  h     et      oj'„'  =  g-h  ■')  h  ; 

les  formules  précédentes  deviennent  donc 

\  Mjr.  trans\ w- ^  ; — — :   +■  >— r' 

(l-f-,i'lV'-'  4-- 


Vibr.  longit. 


" h  V—' 


1  est  la  longueur,  dans  le  milieu  pondérable,  de  l'onde  réfractée;  soit 
To  la  longueur  de  l'onde  incidente,  on  a 

I  M  1'       '  T  T        "^ 

r-=  —  5      a  ou      1  =  1(|  —  ; 

1(1  <"o  '"o 

donc,  pour  les  vibrations  transversales,  on  a 

^    o  _  <"o ,        Il  Iq  "^"' 

''^     ""   ([H-,i'-,)"''  Wo4-- 


l'indice  de  réfraction  v  est  é£;al  à  — '.  donc 


^'^i^-^g'r-'i^-M^) 


De  même,  pour  les  vibrations  longitudinales,  on  aura 


v-  =  l,4-^.)"-(i-7^ 


ACTION     DE     !.\     MAIlliliK     l>()NDliHABLE    SUR    L'iJTIIEIt.  l"! 

Les  deux  viliratioiis  iiiciclcntcs  transversale  et  loiif;itii(linale  qui  loni- 
posent  un  rayon  de  lumière  naturelle  ayant  même  durée,  on  a 


donc 

v"  =  v'"     ou     V  =  v'. 

//  m  rc'siillc  (jue  la  sim/i/c  réfraction  ne  sépare  pas  les  ileux  vibrations. 

I.e  second  ternie  dans  la  parenthèse  dépend  de  l„  :  il  représente  la 
dispersion;  comme  l'indice  croît  lorsque  !„  décroit,  il  faut  que/,  soit 
positif.  Ce  terme  est  proportionnel  au  carré  de  la  lonj!;ueur  de  l'onde; 
des  expériences  faites  sur  une  grande  étude  du  spectre  ont  montré 
qu'il  doit  y  avoir,  en  effet,  dans  l'expression  de  l'indice  de  réfraction 
un  ferme  proportionnel  à  Ij;. 

Si  l'on  néglige  la  dispersion,  on  a  siniplemenl 


V  étant  supérieur  à  i ,  ainsi  tpie  n\  \\  en  resuite  g^  >  o. 


VI.  —  Discussion   dis  uésultats  i'rkckdents  et  conséquences. 

On  peut,  par  ce  cpii  précède,  se  f'an-c  une  idée  de  la  grandeur  de  g-,: 
admellons  n  =  G,  supposition  à  laciuclle  .M.  Ihiof  a  été  conduit  par 
l'étude  de  la  double  réfraction:  on  trouve 

l'hi.splinro o,38 

Sulfure  de  cnrhoiie.     0,22 
Acide  sulfurique.  .  .      0,16 

Dans  les  e(juation-<  (pii  oui  servi  à  delerininer  qx,  oy,  0:,  on  a  né- 
gligé les  puissances  de  0  Aa-,  ody,  !i Iz  supérieures  à  la  première;  les 
deuxièmes  puissances  donnant  des  termes  identiquement  luils,  on  n'a. 
en  réalité,  négligé  que  des  termes  du  troisième  degré  conletiant  en  fac- 
teur g].  Dans  le  cas  exlrénu'  du  diamant,  ce  facteur  esl  inoiniire  i|iic 
0,08. 


Pour 

le  liiiiniiiiil. .  . 

V  tr:  2  , 5 

i'i  — t)> 

-.3 

Pour 

le  verre 

''  —  1,5 

é'i^o, 

iS 

Pour 

l'eau 

V-  1,33 

i'.  =  o, 

ij 

I^2  .lAIîLO^sKI. 

La  consicléralioii  du  signe  de  g,  et  de  celui  de  /,  conduit  à  des  con- 
séquences ])lus  importantes  et  indépendantes  de  la  valeur  de  n. 
i"  Supposons  d'abord  n,7^i  et  de  1.  on  a  trouvé 

''-    '    3      2,??-' 

^1  devant  être  positif,  on'voit  cpie  l'on  doit  avoir 

Si  /J,  ^  2,  /,  n'est  pas  nul,  et,  comme  il  doit  être  positif,  on  en  conclut 
u.,  <;  G,  car  n,  —  2  >>  o. 

De  la  première  condition  on  conclut  que  si  ^  +  3A  >  o,  c'est-à-dire 
si  w„->o,  ou  enfin  si  l'éther  libre  peut  propager  des  vibrations  lon- 
gitudinales persistantes,  il  faut  que  ix,  soit  négatif,  c'est-à-dire  que 
l'éther  soit  repoussé  par  le  milieu  pondérable. 

La  seconde  condition  donne  directement  cette  même  conclusion  et 
en  outre  semble  impli(|uer  que  l'on  doit  en  effet  avoir 


2"  Si  «,  =^  4>  o"  3 


o •+  jA>  o. 
„   =       ~^'      V  'Jh 

d'où  l'on  tue  les  mêmes  conséquences  que  précédemment. 
3"  Si  «,  ^  I,  on  a 

Si  —  — ^-Vr  >   '«I  f-'Pi  —  —, — '^'  o  ,     >   m, , 

le  premier  terme,  dans  la  valeur  de  i;,,  lui  donne  son  signe;  or,  si  l'on 
se  borne  aux  |)arlicules  jjondéi'ables  voisines,  ou  voit  que  Lp,  est  très 


ACTfON     l)i;    I,\     MATIlillK     l'UM)lili  A  lU.IC    SL  li     l'ÙTIIHH.  | -.i 

i;i-;iiKl  cl  ncgatil'  :  donc  il  l'aiit 


3/, 


< 


De  ce  (|iic/,  csi  positil,  on  conclurait  p.,  >  n  et,  j)ar  siiilc,  g  -i-  ■J//<o. 

Les  conclusions  sont  renversées  clans  ce  cas,  mais  il  fant  observer 
que,  d'après  une  remarque  faite  par  M.  Briot  {Essai,  33),  n,  doit  être 
suj)érieur  à  I  et  même  à  2,  sans  quoi  l'action  des  particules  pondé- 
rables les  plus  éloignées  serait  pré|)oiidérante  ou  tout  au  moins  égale 
à  celle  des  j)lus  voisines,  ce  qui  est  coniraire  à  l'observation  ;  il  est  donc 
certain  cpi'il  faut  rejeter  la  sup|)osition  //,  =  1. 

Quant  à  la  supposition  //,  =  2,  bien  qu'elle  soit  peu  probable,  nous 
ne  la  rejetterons  pas  absolument,  et  nous  nous  bornerons  à  conserver 
la  conclusion  tirée  du  signe  (\r  g,,  h  savoir  : 


On  a  vu  (pie  la  distaïuc  /  <!c  deux  particules  d'élber  se  trouve  rem- 
placée par  {[  -h  g,]r  :  donc  g,  est  le  coefficient  moyen  de  dilatation 
linéaire;  les  densités  moyennes  dans  l'élber  libre  et  dans  celui  qui  pé- 
nètre le  milieu  pondérable  sont  dans  le  rapport  (1  +^,  )';  d'où  l'on 
conclul  (pie  /a  dcnsilc  de  irtlicr  est  diminuce  par  la  présence  des  parti- 
cules pondérables. 

VII.     —     AIlLIKI  X     NO.\     CUIilQl  FS. 

Dans  les  ciistaux  t\\\\  n'appartiennent  pas  au  systi me  (ubupi..  Ic> 
valeurs  moyennes  de  .|iianlites  //«îr,  en-,  tro-  ne  sont  pas  lo  mcmes; 
nous  poserons 

l.'7)  ■     i>ÙY  =  g,-hf:ii-tg,, 

A',  élanl  toujours  donné  par  la  lormnle 

g,  —  lydo.f  -+-  eov  -*-  no;   , 
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elles  coefficients  a,  [j,  y  étant  déterminés  jiar  ces  équations  mêmes. 
On  en  tire  immédiatement 

a  -;-  fi  +  V  =  o. 

Il   s'agit  maintenant  de  calculer  les  variations  qu'éprouNcnl  (]  et  H 
lorsqu'on  y  remplace 

A^'  par  [1  +  g,)[i  -\-  u]Sx, 
\v  par  ^,+g',)(i+jS)Ar, 
-^^      par     (, +  o-,)(i  +  y)^3. 

INous  désignerons  pour  un  instant 

(i-i-ajAa;,   (i+/i)j,j,   (r-t-yjA: 

par 

A'jT,   A'v,   A'z. 
Nous  aurons 

G     ou  •  -  >  -——,  I  iiSœ  -+-  i'Av  +  (l'A::  ;- 


2(i  +  é'i)"-'Z<'-"^'  -  ' 


ou 


/•'  =  \  A'.T-  -t-  A'r"  +  a' 


Nous  verrons  que  a,  jj,  y  sont  très  petits;  si  l'on  en  néglige  les  secondes 
puissances,  on  aura 

et  si  l'on  observe  que  les  i  se  rapportent  ici  à  létlier  libre  et  isotrope, 
on  a,  toutes  réductions  faites, 


ACTION     DF.    I.\     \r\TIKRi;    l>0\DKR\nLF,    SUR     r.KTHm.  I-') 

(loue  Cl  |)r('ii(l  la  \alciif 


TTT^.^  («"-  +  «''  +  "'"■)  -+■  ^;_;  „,,,.-  («"'  -  fi^-  +  7"-). 


l'ar  (11'  scMii)lal)l('.s  t  aïeuls,  ou  trfuivc 

oïl  =  .         „  -,7:1'  «'i?'  -J-  [■'jV-  -^  '{wV tr  -f-  f'  +  M'-), 

/  désignant  la  constante 

[Il  -f-  \){n  -T-  3)"^  m\x 
a. 3. 5. 7        2L'^^^'' 
donc  II  prend  la  \alein' 

7^(M-  +  e--+-  n-  )- 


4(1+5-,) 


+  ^,  +  ^.,)«-i('<"'  +  r'"  +  '/"•'    "'  +  '■'  ^-  »''  ). 
Nous  poserons,  Dour  abréger, 

*        (>  +  é'.)"-''     ^~(«  +  ^"',)''-''        "(«  +  5-.)"-'' 
et  nous  aurons  finalement 

G  =  g'(u^  -h  ('-+  M'-  )  +  2{g'-hh'){ciu--i-  ,3t'--f-  7»v-), 

H=:  j(H^+e-4-(r-  r'-f-  (h' -h/"]   7.ir  -i-  fiv-  +  '/n'"" { ir  -i-  v-  -h  w' ). 

Les  axes  de  coordonnées  étant  clioi-^is,  comme  on  l'a  dit,  les  coefficients 
sont  toujoins  nuls;  mais  les  coelticienis 

V       II-,  'iCi»    •! 

^^1      I  '  I       j 
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!)(>  sont  plus  égaux;  leur  sonuiic  est  toujours 

3/,      ou      —  ,«,  —  2)>    --—,'>      valeur  movenne. 

Nous  les  (lésigueroiis  par  L,,  M,,  N,.  On  a  maintenaul 

L  =  [{g' -^  li)+  a «(/«'+  l')](u--h  (-■-+  tr-)  +  2U-\h'  -^  \y.(h' -h  t')] 

-+-  2(g'-h  ih' -h  l'){(y.u--i-  |'5t'--f-  ■/»'-)  —  L,, 
M  =  [{g'-h  h')  -+-  2/3  (A'  +  /')J  («■-  +  r-  +  (P=)  +  ai---^  f  A'  +  ', ,6 ( A' +  /' )] 

+  2(g-'  +  2A'-f  i)[o:u-  +  |S('-  +  y(i^-)  —  M,, 
N  =  [(§■'+ A')  +  27(A'+ /')](«.-  +  e-  +-îv-)  +  2<r-[A'+  f\-i{h'+  /')] 

-h  2(^'+  2A'+/')(au-  +  j'5'^-  + yiv^)  —  N,: 

P    =  JAIV    [Il   —  27(A'+/')], 

Q  =  2mv[A'-  2/S(// +  /')], 
R  =  actrj  A'—  2 'y (A' +/')]. 

De  ce  que  la  vitesse  du  rayon  ordinaire,  dans  les  cristaux  à  un  seul 
axe  o|)tique,  est  la  même  dans  toutes  les  directions  et  des  lois  relatives 
à  la  réfraction  ])iaxiale,  M.  Briot  a  déduit  n  —  G:  il  en  résulte 

g'-^  2  A  -I-  /'=  o. 

I^es  équations  du  mouvement  prennent  la  forme 

1  l^f  ~  L  o  '  "*"  ^*'  +  ^  *  (  ^*'  ■-*-/')]  (  "^  -f-  (^  ■  -i-  î  V- 1  -f-  L ,  j  ? 

—  2«jm[A'+ 4a(/''+ ^' )]? 
H-  v\/t'  —  2y{/i' -+- 1' j\r,  -\-  ()•,  A'—  2jîi  A'-i-  /')]s|  =  ", 

JD;  -  [§'-+•  A'+  2,3(A'  +  /')](?/=  +  V-  +  m^=)  +  M,  i-/; 
;i8)^  -  2c|«[A'4-27(A'-t-/')]S 

-+-  cTA'-H  4/S(/«'  -+-  l')]-n  +  B'[A'—  2a^A'+  /']]Ç|  =  o, 
I D;  —  [g'  +  A'  +  •i7(A'  +  /')j  [a-  -i-  c-  -h  it-- )  -t-  N,  i  r 

—  2(riM[A'-  2,'3(A'-H/'yjç 
H-  c[/i'  -  2a (A' -+-/')]•/;  +  w[h'  -^  'îv(/«'  +  /')lÇ|  =  o. 
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Considérons  une  vibration  transversale  inriclenle  <'t  dont  le  [)ian  de 
l'onde  soit  pcrpenduulaire  à  l'axe  ou-,  cette  onde  sera  re[)résentee  par 

2  =  o.     r.  =  V,e""^'"\     Ç  =  C''"'-">. 

Cette  vibration  donne  naissance,  dans  l'étlierqui  jx'neire  lenidieu  pon- 
(léral)l(',  à  trois  vibrations;  soit 

j»/_  Q'pHfi'.r^à'y+c'z-s'l) 

lune  d'elles  :  les  équations  d'accord  à  la  surface  de  séparation  qu<-  nous 
sup[)osons  être  un  plan  perpentliculaire  à  or  ilonneront 

//=(),     c'=o,     s' ^=  s; 
donc  on  a  simplement 

S'  =  A'e""'---"',     r/  =  n'e'"'"-'",      '(,'  =  Ce'^"'-'  ">. 

Les  équations  (i8)  donnent 

i  —  s-   §■'  +  ih'  -h  u>-/.  ^/i  H-  /  j^a  •  -i-  \  ,\  A'  =  o, 
\-s-[g--hh'    +    •2,''i(A'+ /')]«''-(- M, iB'  =  o, 

De  là  trois  solutions,  savoir  : 
1°       B'=o,     C—o     avec     s- =  \g' -r- h' -h  n></.h' -i- l'Ya' -h  L,, 
vibration  lou'jitiuliuale  s'execulant  suivant  o.i-; 
2°       A'  =  o,     C— o     avec     s- =  \g' -h  h' +  .ifi[/i' +  l' )]a'^ -r- M,. 
vibration  rigoureusement  transversale  s'execiitant  suivant  ov; 
3"       A'=o,     B— o     avec     s- =  [g' -^- h' +  o.y[/i' -h  t  ]]a'' -hfi,. 
vibration  ri-ioiireuseini  ni  transversale  s'exécntant  suivant  o; 
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Ne  nous  occupons  que  des  vibrations  transversales,  de  la  deuxième 
par  exemple,  on  a 

a'=  ^>     s  =^  j27:, 

puis,  à  cause  d(!  g'  -)-  2/i'  +  /'  =  o  ou  n  —  G, 

I,  I,  Il  ll\  s    +    I'  <"n 

h'  +  l'=-[g+h)  = 


(do  désignant  toujours  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  transver- 
sales dans  l'étber  libre. 
On  a  donc 

I       I„ 

et,  comme  -  =  — > 

(0=       I  —  •-'.;'  V       'i~"  '"0 

Or  —  est  ce  que  l'on  appelle  l'indice  de  réfraction  relatif  à  l'axe  oy  ; 

donc  si  V,,  V.,  V3  désignent  ces  indices  relatifs  aux  trois  axes  ox,  oy. 
oz,  on  aura 

—  ■>.'x    \  '-!--«„-/ 

•'  I  —  ■-?-'     \  .|--w-/ 

I„  est  la  longueur  d'onde  incidente. 

On  observe  que  la  loi  de  la  dispersion  est  la  même  dans  ce  cas  que 
dans  un  milieu  isotrope;  de  plus,  en  supposant  même  que  l'on  eût 
n,  =  2,  c'est-à-dire  /,  =  o,  on  voit  que  L,,  M,,  N,,  tout  en  ayant  une 
somme  nulle,  ne  seraient  pas  nuls  séparément,  car,  connne  nous  le 
verrons  bientôt  sui'  des  coefficients  analogues,  ces  trois  coefficients  ne 
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pciivont  pas  être  rgaux  dans  un  milieu  non  cubique.  Ainsi  le  terme  en 
I;;  pourrait  ne  pas  iiilcrveiiir  dans  la  dispersion  observée  sur  un  mor- 
ceau de  verre,  et  influer,  aueoniraire,  siu'  la  dispersion  dans  le  spatli 
ou  le  (piariz,  par  e\emj)le.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  néfjligerons 
la  dispersion,  mais  auparavant  je  ferai  une  dernière  remarque  sur  ce 
pliénoinèiie.  Si  /,  était   nul,  c'est-à-dire  n,  —  ■?.,  connue  ou  a 

I,,  +  :m,4-n,=-3/,  =  o, 

L,,  iM|,  N,  ne  seraient  |>a^(lc  nK'MH'  si^ne  :  l'un  au  iiniiris  serait  néga- 
tif. Dans  les  cristaux  a  ini  axe  opliijue,  le  >.palli  |)ar  cxeniplc.  on  aurait 

•',=•'-  =  ''..,      ''i—'r, 

V(,  étant  l'indice  ordniaiic,  v,.  l'indice  extraordiii.ure,  iiuis  L,  =  M,  et, 
par  suite,  N,  =  —  2L,. 

En  supposante;  dirigé  suivant  l'axe  du  (  rislal,  I.,  et  N,  seraient 
donc  de  signes  contraires  :  donc  la  dispersif)n  serait  inverse  i)our  les 
deux  rayons,  ce  qui  est  contraire  à  l'observation. 

Quand  on  néglige  la  dispersion,  on  peut  lier  les  trois  indices  par  une 
relation  très  simple,  indépendante  des  coefficients  y,  fi,  y. 

Ou  a  alors 


(2o"'i 


•'î       [i-h^,Y 
I    I  —  23 

•1  ~  c  +  ^ir' 

I    I  —  SY    . 

^  ~  (  I  +  A'i  )■■  ' 


en  ajoutant  et  tinaiit  conqile  de  la  iclatiou  7  -(-•';-(-  y  =  o,  on  a  sun- 
plenK'ut 

/      \  111  3 


Celle  icl.ilinn  pcrniel  de   calculer  i;,   pour   un   milieu   (ristallise   (pii-l- 


i8o      iahlonski.   —  action  di;  i.a  mvtierk  pondkr  \Br,ic  sun  i.  kthf.r. 
Ainsi  on  trouve 

Pour  le  s|i,illi ^',  =  0,205 

l'oill    le  (|iiart/. ^'i  =  O,  190 

Chacun  des  indices  v,,  Vo,  V3  étant  supérieur  à  i,  le  premier  niend)re 

est  inférieur  à  3;  on  en  conclut  tiue :  est  moindre  que  l'unité 

ou  enfin  que  g,  >  o. 

De  là  on  tire  les  mêmes  conséquences  que  pour  un  milieu  cubique 
ou  isotrope. 

[A  suivre.) 
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Exposition   nonvcUo   ilc  ht   tliroiic  des  /'nnnfs   linéaires 
cl    (les   (lêt  ir  minants  ; 

Pak    31     Cil.    MÉRAY, 

Professeur  ;i  hi   l'ariilu-  rlos  Sciences  ilc  Dijon. 


\  .  Le  rôle  si  considérable  que  les  déterminants  jouent  en  Algèbre  et 
dans  toute  l'Analyse' a  pour  can.se  unique  ce  douhli'  lait  :  première- 
ment, qu'ils  sont  les  éléments  essentiels  des  fornndcs  de  résolution  des 
équations  linéaires  simultanées,  ou,  pour  dire  encore  pins  vrai,  de  toutes 
les  relalions  que  l'on  rencontre  dans  l'étude  des  polynômes  du  jire- 
mier  dej^ré;  deuxièmement,  que  la  théorie  de  ces  polynômes  précède 
et  supporte  celle  des  polynômes  de  degrés  supérieurs,  c'est-à-dire  toute 
l'Algèbre,  exactement  comme  les  propriétés  de  la  ligne  droite  et  du 
plan  dominent  la  Céométrie  tout  entière.  In  peu  d'altcntion  con- 
vaincra clia(  nu  (|ni'  les  choses  se  passent  bien  ainsi,  et  C('|ien(lant  ce 
n'est  pas  de  cette-  niiinicrc.  tant  s'en  lanl,  ([u'cllis  sont  li.iliitiicllcmcnt 
présentées. 

On  ddinit  les  déterminants  parla  loi  de  (orniation  des  termes  de 
leurs  (l(\(l<)|>j)emenls,  d'où  l'on  déduil  la  plupart  de  leurs  propriétés, 
le  tout  (I  /ifiori.  Ces  résidtals  sont  (iiMiitc  app!i(piés  indistinctement  à 
la  resolution  des  équations  linéaires  sinudtanées  et  à  une  suite  île  cpn-s- 
tions  d'Algèbre,  île  déométrie.  de  Ah'caiMepic,  sans  rapjjorts  directs 
les  uiu's  avec  les  autres. 

H  send)le  ainsi  cpie  le  liasm'd  seul  ;iit  londnil  les  géomètres  à  la 
eoniiaiss.iiiei'  de  ce^  expressions,  et  .issin-e  une  corrélation  si  extraor- 
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dinaire  entre  leurs  propriétés  et  les  problèmes  à  résoudre.  Il  semble 
encore  que  l'on  réussirait  à  doter  l'Analyse  de  nouvelles  ressources 
d'égale  importance,  en  faisant  pareille  provision  de  formules  relatives 
à  telles  ou  telles  autres  expressions  construites  d'avance  au  gré  des 
caprices  de  l'imagination.  D'un  autre  coté,  l'encliainement  des  pro- 
positions et  le  mécanisme  des  démonstrations  conservent  le  carac- 
tère factice  de  la  conception  primitive  d'où  on  les  a  fait  dériver.  En 
général,  tout  se  borne  à  la  vérification,  assez  pénible  quelquefois, 
d'une  suite  de  formules  dont  l'origine  et  la  portée  demeurent  égale- 
ment obscures.  La  règle  de  nndtiplication  de  deux  déterminants,  par 
exemple,  est  réduite  aux  proportions  exiguës  du  premier  venu  des  arti- 
fices de  calcul,  sans  que  rien  dans  l'énoncé  ni  dans  la  démonstration 
puisse  faire  seulement  soupçonner  que  l'on  touche  à  une  loi  fondamen- 
tale de  la  composition  et  de  la  transformation  des  systèmes  de  formes. 

Ces  réflexions  critiques,  et  d'autres  que  je  supprime,  se  sont  pré- 
sentées à  mon  esprit  avec  une  force  nouvelle,  dans  le  cours  des  re- 
cherches sur  l'Analyse  indéterminée  du  premier  degré  dont  j'ai  publié 
dernièrement  le  résultat  [Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale; 
mars  i883);  elles  m'ont  amené  à  refondre  toute  la  matière  en  remet- 
tant chaque  chose  à  sa  place,  c'est-à-dire  les  formes  linéaires  au  pre- 
mier pian,  et  les  déterminants  au  second.  Le  public  jugera  si  j'ai  réussi 
à  rendre  cette  théorie  plus  claire,  à  lui  donner  plus  d'ampleur  et  de 
cohérence. 

J'ai  supprimé  toute  application  particulière;  il  était  bon  sans  doute 
d'en  joindre  quelques-unes  ;i  la  théorie  des  déterminants,  à  l'époque 
encore  peu  éloignée  où  elle  était  à  peine  connue.  Mais,  actuellement, 
cette  théorie  a  conquis  dans  l'enseignement  la  place  qu'elle  mérite  d'y 
occuper;  elle  est  devenue  d'un  usage  courant  dans  toutes  les  parties  des 
Mathématiques,  et,  pas  filus  que  pour  la  formule  du  binôme  ou  pour 
la  théorie  des  dérivée»,  il  n'y  a  lieu  désormais  d'en  réunir  les  innom- 
brables applications. 

Systèmes  de  formes  rmÉAiREs  en  général. 

2.  La  théorie  des  fonctions  entières  de  degrés  quelconques  se  ra- 
mène sans  difficulté  à  celle  des  fonctions  entières  tle  mêmes  degrés. 
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mais  hoinogèiies.  dette  (Icrniére  fournit  des  énoncés  bcaucoii|)  plus 
élégants  et  généraux  qui,  en  outre,  ont  des  avantages  spéciaux  pour 
les  applications  géométriques,  et  on  la  traite  de  préférence. 

Pour  abréger,  on  nomme  /ôr/nc.v  les  fonctions  entières  et  homogènes 
d'un  groupe  donné  de  variables  indépendantes  en  nondjre  quel- 
conques, et  linéaires  les  formes  du  j)remier  dei,'ré  dont  nous  avons  à 
nous  occuper. 

Le  tyj)e  tluiic  forme  linéaire  est 

( I  ;  ax  4-  /vy  4-  c:  +  . . .  +  ^s  -\-  ht  -\- .  .  .-i-  iu  -f-/V, 

ou    ■ 

(  2)  X,  y,  -,   •  •  •.  ■>'.   / ",   *' 

dé.signent  les  variables,  et 

(3)  a,   h,  c,    ...,  _.:,',   /(.    ....   /,  / 

des  constantes  en  même  nombre  qui  sont  les  coefficicnls  de  la  forme. 

Il  convient  de  concevoir  ces  deux  sortes  de  quantités  connue  nous 
venons  de  les  écrire,  c'c.st-k-dire  comme  se  correspondant  chacune 
à  chacune  dans  deuxy?/e.f  parallèles  dont  elles  sont  les  élcmcnls,  et  {pii 
ont  |)our  lonf^ueiir  connnuiie  le  nondjre  des  imes  ou  des  autres. 

La  foiMic    1    pouvant  être  écrite  aussi  liicii 

xa  -Jryb  -\-  zc  -\-. .  .-^  sg  -h  ih  -(-...-(-  ui  4-  ty, 

il  \   a  parité  parfaite  entre  les  deux  files  (2),  (3)  relativement  à  sa 
structure.  Cette  réciprocité  entre  les  variables  et  les  coefficients  ap|)ar- 
tient  exclusivement  aux  foinies  linéaires,  et  imprime  à  leur  théorie  un- 
caractère  tout  à  fait  spécial. 

L'opération  consistant  à  construire  l'ex|)r(Ssiou  1  aumovendes 
tiles  (le  longneins  égales  (2),  i^3)  a  beauct)up  d  analogie  avci-  la  mul- 
ti|)li(  ation  de  deux  facteurs,  et  se  j)résente  à  chaque  instant  dans  notre 
théorie.  Nous  l'appelK'rons  \  inditrtion  miiluelh-  de  ces  deux  liles;  l'ex- 
pression (i),  résidlal  de  cette  opération,  csl  VinUitil  de  ces  deux  (iles 
inductrices. 
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5.  Une  forme  lincaiic.  telle  que  \i  j  s'évitnouil,  fjaelles  que  soient  les  va- 
leurs de  ses  coefficients,  quand  on  attribue  zéro  jtour  valeur  particulière  à 
chaque  variable;  c'est  évident. 

Mais  pour  quelle  s' éianouisse  identiquement,  c'est-à-dire  quelles  que 
soient  les  valeurs  particulières  attribuées  aux  variables,  il  faut  et  il  suffît 
que  tous  ses  coeffuients  soient  nuls. 

Il  faut  efrectivement,  en  particulier,  que  la  forme  s'évanouisse 
pour  j'=  :;=...,  s  =^  t  ^= . .  .^=  ii  =^  v  ^  o,  x  non  =  o,  ce  qui  entraîne 
a  ^  o.  Il  faut,  de  même,  que  l'on  ait  aussi 

b=^c=^...^g^ti  =  . .  ^  /  ^y  ^  o . 

La   condition   posée   est  doue   nécessaire;   il  est  évident,  d'ailleurs, 
qu'elle  est  suffisante. 

Dans  beaucoup  d'autres  circonstances,  nous  aurons  à  distinguer, 
comme  ici,  les  files  dont  les  éléments  sont  tous  nuls  de  celles  où  quel- 
qu'un d'eux  ne  l'est  pas;  nous  dirons  les  premières,  vanescentes;  les 
dernières  imancsccntes. 

•1.  Un  système  de  formes  ilinéaircs  est  un  ensemble  de  fonctions  de 
cette  espèce  en  nombre  quelconque,  qui  dépendent  toutes  des  mêmes 
variables,  et  que  l'on  considère  simultanément;  il  peut,  à  la  rigueur,  ne 
contenir-  qu'une  seide  forme. 

On  écrit  toujours  dans  le  même  ordre  les  variables  de  cliaque  forme, 
et  habituellement  les  formes  les  unes  au-dessus  des  autres,  de  manière 
à  avoir  pour  tvpe  d'un  système  de  m  formesy,, /',,  ...,/„  aux  n  va- 
riables (  2  ) , 

I  f  =  a I a;  +  ^1  y  +  6' I  s  + . . .  +  i,', i-  -h  /i,t  -i- ...+  /',  «  -i-J,  »', 
,    ,   )  f  =  a^oc  -+-  b.jY  -{-  c.jZ  +.  . .  +  g.^s  -+-  li.,t  -I-.  .  .-4-  i.,u  -i-y^c, 

'  /;„=a,„,r  +  b,„y-hc,„z-h. . .  4-  ii,„s-i-/i,„t  -)-...+  i,„u-hj,„i', 

où  les  termes  semblables  s'alignent  dans  le  sens  vertical. 

11  est  a\anlaocux  de  faire  habituellement  abstraction  des  variables 


THKORir:  i)i:s  formks  i.iMhriiKS  m  nrcs  dltf.hminants.  iH) 
et  de  concevoir  l,-  svsiém,-,  ,,.„•  c  q.ir  mous  ;i|.|...||,.roi.s  sou  ahm/ur, 
c'est-à-dire  par  sa  notation  ci-dcss.is.  i-é<liiii,.  aux  (  o.r(i,i,.|,is  ,1,.^  foim.vs 
laissés  aux  places  qu'ils  y  occupent  : 

,      O,       h,       C,       ...      -,       />,       ...      ,,    y,. 

(.î)  '  "^  '-'-■  ^'^  •••  f!,  /'..  •••  /,  y,. 


A. 


Cet  abaque  affecte  ainsi  la  disposition  d'un  qua.lrillage  rectangu- 
laire; on  peut  le  décomposer  en  m  files  iiorizontales  de  même  lon- 
gueur (2)  ou  lignes  ayant  chacune  pour  élcments  les  coefficients  d'une 
même  forme,  et  aussi  bien  en  n  files  verticales  de  lon<,uieurs  (•gal.-s  on 
colonnes,  ayant  chacune  pour  t-iémenls  les  coefficients'd'une  meiiie  va- 
riable dans  les  diverses  formes  du  système. 

I.a  largeur  et  la  hauleur  de  l'abacpic  sont  respectivement  les  lon- 
gueurs de  .ses  lignes  et  de  ses  colonnes;  toutes  deux,  indistinctement, 
sont  ses  dimensions. 

Une  file,  et  même  un  seul  clément,  sont  desaba.pies  dont  une  dimen- 
sion ou  bien  toutes  deux  se  réduisent  à  \ 

i>.   Si  dans  nue  foriiie  linéaire 

aux  m  variables  <p,.  o,,  ...,  o„„  „„  remplace  ces  dernières  par  l: 
formes  d..  mêmes  indices  rcspe.tivement,  dans  le  sy.stême  ( ',  )  on  en 
obtient  uiR.  nouvelle /'egalemi-nt  linéaire  aux  mèn.es  variables  (2). 
qiu  est  composée  des  formes  smiples  (4)  et  lie  la  romposanle  (G). 

Une  forme  composée   résulte  ainsi  de   I'iikIh,  ii<,n     'J     d.>  f,, 
simples  considérées  en  file 


unes 


et  de  la  lih 


y.../: .L. 


des  coelficieuts  .1..   la  .  ,,u.p.,^aul..  ,|mi  ,.  mem.'  I..,ig,i.-iir.    .Ses  coelfi- 

Journ.  ,U  M.,tl,.  (i'  «ciiu),  lom..  X.    -  Jiix  i»8',.  2.'i 
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cients  sont  aussi  respectivement  les  induits  de  la  file  (7)  parles  diverses 
colonnes  de  l'abaque  (5)  des  formes  simples.  Nous  dirons  que  la  file 
de  ces  coefficients  est  V induit  de  la  file  (7)  et  de  l'abaque  [b]  par  les 
colonnes  de  celui-ci. 

En  composant  sticcessivement  ainsi   les  formes  simples  (4)  avec  M 
composantes  linéaires  aux  m  mêmes  variables  ç,,  . . .,  çi^. 


(«■ 


F,  =:    A,  '^1  -r-  'K.,a.,-h.  .  .-T-  A„/f,„. 
l'\  —   'J.  I  'f  I   +  y.2  ^2  +  .      .  +  [J-m  ?.H  . 


on   obtient,    au   lieu    d'une   seule   forme    composée,    un    système   de 
M  formes 

(9)  .  .A'./^  ••••/" 

qui  est  compose  du  système  simple  ('1  )  et  du  système  composant  (8). 

Le  svstème  composé  peut  être  considéré  comme  obtenu  en  indui- 
sant, la  file  des  formes  simples,  et  l'abaque  du  système  composant, /?rtr 
ses  lignes. 

Chaque  ligne  de  labaque  du  système  composé  (9)  résulte,  comme 
nous  l'avons  dit,  de  l'induction  de  l'abaque  du  système  simple  par  ses 
colonnes,  et  de  la  ligne  correspondante  de  l'abaque  du  système  compo- 
sant, ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que  l'abaque  du  système 
composé  est  Vinduil,  colonne  à  ligne,  de  l'abaque  du  système  simple  par 
celui  du  composant. 

G.  Pour  exprimer  qu'une  forme  donnée  peut  être  engendrée  par  la 
composition  de  formes  simples  données  avec  quelque  composante 
linéaire,  nous  dirons  qu'elle  est  agrégée  à  ces  formes  ou  bien  à  leur 
système.  Nous  dirons  de  même  qu'un  système  est  agrec^e  à  un  autre  s'il 
peut  être  considéré  comme  résultant  de  sa  composition  avec  quelque 
système  composant  de  formes  linéaires. 

Ces  dénominations  sont  utiles,  parce  qu'elles  dispensent  de  men- 
tionner la  forme  ou  le  système  composant,  dont  il  y  a  effectivement  lieu 
de  faire  souvent  abstraction.  QueUpiefois,  cependant,  il  faut  y  avoir 


TllliOHlK     I)KS     FOIlMi;s     I.IMJAIItF.S    ET    UKS    Dlh  hR.M  IN  A  M  S.  iH" 

cgard  :  nous  dirons  alors  (jm-  les  coefficients  de  la  forme  coni|)Osante 
dans  1(!  premier  cas  sont  les  rnullipUcaleurs  ou  éléments  de  la  Jile  d'agré- 
gation de  la  forme  composée  aux  formes  simples  données  ou  à  leur 
système;  que  les  coefficients  du  système  composant  dans  le  second  cas 
forment  Vahaque  d'agrégation  du  système  composé  au  système  simple. 

Quand  on  fait  ainsi  abstraction  des  formes  composantes  pour  ne 
considérer  cpie  leurs  coefficients,  il  est  plus  commode  de  concevoir 
en  colonne,  comme  sont  écrites  les  formes  simples,  les  éléments  de 
chaque  file  d'agrégation.  L'aixupie  d'agrégation  a  ainsi  pour  colonnes 
les  lignes  de  l'abaque  du  système  conqiosant. 

Ces  définitions  font  saisir  immédiatement  ce  que  nous  voudrons 
exprimer  en  disant  quelquefois  (ju'une  file  d'éléments  est  agrégée  à 
quelques  autres  (de  même  longueiu-)  ou  à  leur  abac[ue,  par  les  files  de 
ce  même  sens,  avec  telle  ou  telle  file  d'agrégation  :  qu'un  abaque  est 
agrégé  à  un  autre  avant  une  dimension  conunune  avec  lui,  par  les  liles 
de  cette  dimension,  avec  tel  ou  tel  abaque  d'agrégation. 

UnefUe  vanescente  (5)  est  agrégée  à  telles  autres  [de  même  longueur) 
que  l'on  voudra;  car  des  nndiiplicateurs  tous  inds  composent  évidem- 
ment une  file  d'agrégation. 

L/ie  //le  agrégée  à  quelques  autres  l'est  aussi  auv  menus  accompagnées 
de  telles  autres  que  l'on  voudra;  car  on  obtient  évidemment  un»-  file  il'a- 
grégation  de  la  première  file  considérée  à  toutes  les  autres,  en  adjoi- 
gnant à  sa  file  d'agrégation,  avec  celles  du  premier  grou|)e,  autant  de 
zéros  ipi  il  v  a  de  files  dans  le  second  groupe. 

7.  Il  est  é\  ideiil  i\nunsystéme  de  formes  linéaires  (  ou  ahaque)  agrégé 
(i  un  autre  qui  l'est  à  ait  troisième  est  aussi  agrégé  à  ce  dernier. 

8.  Nous  dirons  que  deux  s\  sternes  de  formes  linéaires  ou  leurs 
abaques  par  les  lignes  sont  équivalents,  si  chacun  d'eux  est  agrégé  à 
l'autre. 

D'après  la  remarque  piecedeiilc  :  deux  systèmes  dont  chacun  est  équi- 
valent à  un  même  troisième  le  sont  aussi  l  un  à  l'autre. 

*).  In  svstéme  donné  (  ou  abacpie  i  est  rédurtilile  ou  irréductible,  selon 
(|n  il  est  [)(>ssil)lr  nu  non  de  trouver  (pieUpie  système  de  lornies  (ou 
de  files)  en  noinliic  iimiinlre,  .iu(|uel  d  hoit  agrège    N'oiiseonsitUreron,-> 
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aussi  coiumc  rctluoliblc  un  système  constitué  par  une  seule  forme  dont 
la  file  des  coefficients  est  vanescente. 

D'après  cette  définition,  deux  systèmes  irréductibles  éqim'alenls  con- 
tiennent nécessairement  des/ormes  en  nombres  égaux. 

10.  Nous  introduirons  un  iiou\eau  terme  dans  le  langage  en 
disant  que  deux  files  d'éléments  sont  en  symptose  (  '  ),  si  elles  ont  même 
longueur  et  un  induit  nul  (2);  qu'une  file  est  en  symptose  avec  un 
abaque  par  ses  fdes  de  tel  sens  désigné,  si  elle  l'est  avec  chacune  des  files 
en  question,  ou  plus  brièvement,  si  l'induit  de  cette  file  et  de  l'abaque 
par  ses  files  du  sens  considéré  (o)  est  une  file  vanescente. 

11.  Un  abaque  de  dimensions  inégales  étant  donné,  on  peut  toujours 
mettre  en  symptose  avec  lui  par  ses  fdes  les  plus  longues  quelque  fde  inva- 
nescente;  et  même  il  y  a  dans  cette  file  un  groupe  d'éléments  en  nombre 
au  moins  égal  à  la  différence  des  dimensions  de  l'abaque,  dont  on  peut 
choisir  arbitrairement  les  valeurs. 

S'il  s'agit,  par  exemjjle,  de  l'abaque  (5  %  et  si  l'on  y  suppose  m  ^n, 
la  recherche  des  éléments 

(,io)  .r,   V,   z,    .  . .,  s.   t u.   V 

de  toute  file   de  longueur  n  en  symptose  avec   lui  jiar  h's  lignes  dé- 
pendra de  la  résolution  des  m  équations 

a,x  -+-  ft,}'  -t-  c,z  -h. .  .-h g,s  ^hj  ^. . .  +  i,u  -hj\i'  =  o, 
«2  .r  -f-  b.y  -\-  c^z  -h.  ■  .-h  g.,s  -h  h.^t  -h. .  .-h  i.,u  -f-y'j  v  =  o, 

u,„  X  +  b„^y  +  c,„  ;  +  ...-!-  g,„  s -h /i„,t -h . .  .-h  i,„  u  -\-j,„  c  =  o , 

(')  De  CUV,  ensemble,  irTÔictç,  cliule.  Un  point  tombe  en  quelque  sorte  sur  un 
plan,  sur  une  droite,  s'il  y  a  ainsi  symptose  entre  la  (ile  de  ses  coordonnées  ho- 
mogènes et  celle  des  coefficients  de  l'équation  du  plan,  ou  bien  celles  des  coef- 
ficients des  deux  équations  de  la  droite.  Un  plan  tombe  aussi  sur  i ,  2  ou  3  points, 
s'il  y  a  symptose  entre  la  file  des  coefficients  de  son  équation  et  celles  des  coor- 
données de  ces  points,  etc.  Ce  sont  des  considérations  de  ce  genre  qui  me  font 
proposer  celte  dénomination  pour  une  relation  qui  se  présente  très  fréquemment 
dans  notre  théorie. 
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et  nous  avons  à  prouver  (|u'cllcs  admettent  toujours  f|iielque  file  de 
solutions  dont  les  valeurs  de  n  -  m  au  moins  peuvent  être  choisies  à 
volonté. 

I  "  Solrc  iiropnsilinn  est  vraie  (juand  V abaque  contient  une  seule  li^ne, 
sa  première,  par  exemple. 

Si  d'abord  cette  ligne  est  vanescenfe,  l'équation  unique  à  résoudre 


b 


•y 


est  satisfait.-  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  x,  y,  .  ..  (3),  et  dans 

la  file    lo)  il  y  a  bien  ni  et  même  n  éléments  tout  à  fait  arbitraires. 

Dans  le  cas  contraire,  soit  a,  un  de  ses  éléments  non  nuls   Ou  peut 

alors  <livis<'r  par  a,  tous  les  termes  de  l'équation  précéJente  et  1  écrire 


0, 

y- 


Sous  celle  forme,  <m  voit  immédialement  que  l'on  satisfera  à  cette 

éfpiation  enalIribiMiit  des  \  alciirs  cpielconques  v',  z' r'  aux/i  -  i 

derniers  elnuctits  de  la  file    lo),  et  en  prenant  le  premier  .r  égal  à 


-"v- 


3»  Elle  est  vraie  pour  l  abaque  ^  j;  tout  entier,  si  elle  l'est  pour  un 
abaque  de  m  —  i  lignes  et  de  n  ou  n  —  t  colonnes. 

Si  la  première  ligut;  de  l'abacpie  est  vanescenle,  toutes  les  files  de  va- 
leurs des  «piantités  (lo  )  satisfaisant  aux  m  —  i  dernières  écpjations  (t  i) 
satisferont  forcément  aussi  à  la  première.  Or.  d'après  llnpothèse,  cette  , 
condition  laiss.>  arbitraires  n  -  m  -  i)  =  n  ~  m -h  ,  de  ces  élé'merits 
au  moins  cl  a  plus  forte  raison  n  —  m  au  moins. 

Si  (  <iie  ligne  est  invanescente.  soit  encore  a,  un  de  ses  éléments  non 
nuls.  Comme  nous  venons  de  le  voir  (i"),  on  satisfera  à  la  première 
•■'l"''"'"  '  '  '■"  ilioisissant  arbitrairement  les  valeurs  de  v,  z.  .  ,  c, 
'■'  '"  '•"ii'iaiil  Mmiiltaiiement  à  .»•  la  valeur  déterminée  par  la  for- 
"i"li'    I  .   .    !),■   ph,,,.    loiiics  ce^  val.'iirs   satisferont    aux  m     -  i    autres 
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oqiialions,  si,  en  les  y  portant,  les  égalités  résultantes 

/>3  -  «:,  '^l)/  +  (c,  -  a,  ^J  i;  -4-. . .  +  (/,  -  a, 

(^«-«,„^)v  +  (c,„-«„,;^_).+.,.+  (/„,-«,„^).  =  o 

ont  lieu,  c'est-à-dire  si  l'on  a  pris  pour  j,  s, ...,  p  une  file  de  n  —  i  élé- 
ments en  symptose  par  les  lignes  avec  l'abaque  des  coefficients  de  ces 
quantités  dans  ces  égalités,  abaque  qui  n'a  plus  que  m  —  i  lignes  et  n  —  i 
colonnes.  Or  c'est  ce  qui  est  réalisable  d'après  l'hypothèse,  cela  même 
en  choisissant  arbitrairement  les  valeurs  de  n  —  i  —  [m  —  i)  =^  n  —  m 
certains  de  ces  éléments. 

3°  Notre  proposition  est  donc  gcncrale,  car  le  raisonnement  ci-dessus 
en  réduit  successivement  la  vérification  à  l'examen  des  cas  où  dans 
l'abaque  i\  y  n  /n  —  i ,  m  —  2,  . . . ,  2,  i  lignes  avec  n  —  1,  n  —  2,  ..., 
n  —  m  -\-  0.,  n  —  rn-\-  i  colonnes  au  moins,  cas  dans  le  dernier  des- 
quels son  exactitude  a  été  établie  directement  (i"). 

12.  Nous  dirons  qu'un  abaque  est  vancscent  ou  imanescent  par  ses 
files  de  telsens  déterminé,  selon  qu'il  est  possible  ou  non  d'assigner  une 
file  invanescente  en  symptose  avec  lui  par  ses  files  de  l'autre  sens. 

Un  abaque  imnescent  par  les  Jilcs  d'un  certain  sens  iest  encore  si  on 
lui  ajoute  d'autres  files  quelconques  du  même  sens,  ou  bien  [si  on  lui  en 
retranche  quelques-unes  de  l'autre  sens.  Car  on  obtient  évidemment  une 
file  invanescente  en  symptose  avec  lui  par  ses  files  de  l'autre  sens,  en 
ajoutant  quelques  zéros  à  celle  qui  est  supposée  être  en  symptose  avec 
lui  avant  l'adjonction  de  ses  nouvelles  files. 

Un  abaque  im'anescent  par  les  files  d'un  certain  sens  ne  cesse  pas  de 
l'être  si  Von  vient  à  en  supprimer  quelques-unes  ou  bien  à  en  ajouter  arbi- 
trairement dans  l'autre  sens.  Car  si  l'abaque  ainsi  tronqué  était  vancs- 
cent, l'abaque  tout  entier  le  serait  aussi  par  ce  qui  précède,  ce  qui  est 
contraire  à  ce  que  l'on  suppose 

Il  résulte  eu  |):iilieuiier  du  lemme  ci-ilessus  (11  l  i\\\  un  abaque  de 
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dimensions  inef;a/es  est  lot/Jours  vanesccnt  par  ses  fîtes  les  moins  longues, 
[ou  les  plus  nombreuses  \.  En  exprimant  l'invaiiescenrc  d'mi  ahaqiic,  on 
jx'iit  donc  se  clis|Knscr  (U-  spécifier  le  sens  dos  files  |)our  lecpiel  elle  a 
lieu;  il  ne  peut  efrectivenient  s'agir  alors  que  des  plus  longues. 

15.  Un  abaque  est  carré  cpiand  ses  deux  dimensions  sont  égales; 
il  convient  alors  de  choisir  \v  mot  Jiauteur  pour  désigner  leur  valeur 
commune. 

Un  abaque  carré  ne  peul  être  vanesrent,  ni  par  suite  invancscent,  dans 
un  sens,  sans  l'être  en  même  temps  dans  l'autre  sens. 

L'abaque  (5),  par  exemple,  étant  carré  avec  m  files  dans  chaque 
sens,  suppo.sons  qu'il  soit  vanescent  par  les  colonnes,  et  que  la  file(io) 
où  X,  par  exemple,  a  une  valeur  différente  de  zéro,  soit  en  svmptose 
avec  lui  par  les  lignes.  On  aura  alors  les  relations  (  i  i  \ 

Maintenant  (11),  on  peut  assigner  une  file  invanescente  de  w  élé- 
ments 

(i2  bis)  ),,,  1..,    . . .,   /,,„. 

avec  laquelle  soit  en  symptose  chacune  des  n  —  \  ^m  —  i  dernières 
colonnes  de  cet  abaque.  Cela  posé,  induisons  par  cette  file  les  m  rela- 
tions (il),  c'est-à-dire  ajoutons-les  membre  à  niend)re,  préalablement 
multipliées  par  les  éléments  correspondants  d(^  cette  file.  Il  viendra 

(■X,a|  -+-  l.,a.,  +  . .  .-h  \,„a,„)œ  -f-  o.  y  -+-. .  .-f-  o.i»  =  o, 
d'où 

rt,),  -(-«-.■).,  +..  .-A-  a,,,!,,,—  <>, 

puisque  x  non  -  o.  I.a  fil(>  invanescente  (i  2  6«],  qui  était  déjà  en 
symptose  avec  les  m  —  i  dernières  colonnes,  l'est  donc  encore  avec  la 
première,  el  notre  abaque  est  vanescent  parles  lignes. 

Pour  nu  aba(inc  carré,  il  est  donc  inutile  de  spécifier  les  fih's  par 
les(|nellcs  il  est  vane^cent  ou  in\anescent. 

1  i.  Dans  un  sens  donné  de  iabuque  (V,  //  existe  ou  non  quelque 
Jile  agrégée  ((>  à  ses  parallèles,  suivant  que  cet  uliuqur  rsi  mnesccnt  ou 
im-anesccnt  par  les  /ilcs  don/  // .vV/i,'//. 
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Supposons,  |)ar  exemple,  que  la  première;  ligne  soit  agrégée  aux 
autres  avec  ).o,  ).,,  ...,  1,„  pour  file  d'agrégation.  On  aura,  pour  une 
colonne  quelcoM(jiie  notée  par  la  lettre  X',  la  relation 

/-,  =  '/..^Â\,  -+-  "Aa/v,  +...-{-  ■>.,„/(•„,. 
(jui  peut  s'écrire 

I  .  /■,  —  Ao/\.  —   A,/;;  — ...  —  A„,X-,„  =  o. 

L'abaque  est  donc  en  symptose  par  les  colonnes  avec  la  file  inva- 
nescente 

I,      —   Ao,      —  I3,      ...,      —''■„,, 

partant  vanescent  par  les  lignes. 

Supposons  au  contraire  notre  abaque  vanescent  par  les  lignes,  et 
par  exemple  en  synqitose  par  les  colonnes  avec  la  file  invanescente  1,, 
>-o,  . .  ,  ).,„.  Si  rélcment  1,,  pour  fixer  les  idées,  est  l'un  de  ceux  qui  ne 
sont  pas  nuls,  on  poiuTa  diviser  par).,  les  relations  telles  que 

A,  /•,  +  k.J,-.,  + . . .  -I-  l,„i;„  =  o, 

qui  ont  lieu  pour  toutes  les  colonnes  de  l'abaque  et  les  écrire  .sous  la 
forme 

/{■,  =  -  ^  X-,  _  ^ /f-,  - .  . .  _  lii'  /•„,. 

/.,      -  l,      ^  A,       '" 

Ou  voit  ainsi  ({ue  la  j)remiére  ligne  est  agrégée  aux  autres  avec 

Ào  À  3  '/.,„ 

À,'  X,'  ■■  '  /; 

pour  midtiplicateurs  d'agrégation. 

On  remarquera  que,  dans  un  abaque  vanescent  jjar  certaines  files,  on 
peut  considérer  l'une  d'elles  comme  agrégée  à  ses  parallèles  si  elle  corres- 
pond à  quelque  élément  non  nul  dans  une  file  invanescente  en  symptose 
avec  l'abaque  par  ses  files  de  l'autre  sens. 

\lî.  Le  système  des  fornus  linéaires  !  'il  est  réductible  ou  irréductible 
selon  que,  par  les  lignes,  son  abaque  est  vanescent  ou  invanescent. 
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Quand  m  =  i ,  cet  ciioncc'  ne  fait  (jiic  i-c|ii<i(liiirc  la  (léfiiiilion 
du  n"  9. 

Supposons  donc  m^J,  et  ce  système  agrégé  à  celui  des  m' <Cm 
formes 

/;. /.  •••  c, 

par  les  identités 

A  =  "'■ .  /,'  -^  '>Jl  +  ■■■+  >■,«'/„., 


L'ahaquc  des  nuiltiplicateurs  ) C7,„  étant  |)lns  haut  que  large, 

à  cause  de  ni~^m,  ou  peut  as^ign(■l•  une  iile  in\anesccnt<'  île  m  élé- 
ments 

(1.3)  o„  ;/,„  ...,  o,n 

en  synij)tose  avec  lui  par  les  colonnes  fil). 

Eu  iuduisant  doiu'  par  celte  Iile  les  relations  précédentes,  il  viendra 
l'identité 

(i/i)  QJ^  +  0,f,  +  ...+  Q,„f.„=o, 

en  vertu  de  lacpiellc  (5)  les  induits  de  la  file  (i3)  et  de  ral)a(jue(5) 
par  ses  colonnes  sont  tous  nuls.  Cet  abaque  est  donc,  par  les  colonnes, 
en  svmplose  avec  la  (ile  imauescente  i3),  c'est-à-ilii'c  \anesci'nt  par 
les  lignes  (li>). 

Si,  au  contraire,  l'abaque  (  j^  estvanescent  par  les  lignes,  quelqu'une 
d'elles,  la  première  par  exemple,  est  agrégée  aux  autres  i^l  4;,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  la  jjremiérc  forme  /,  du  système  (  'i  )  est  agrégée 
aux  m  —  I  autres.  Or,  cliacune  de  ces  m  —  i  formes  est  agrégée  à  leur 
propre  système  à  cause  des  identités  évidentes 

/i^^i/.  +  o-.A +•••-!- <»•/«. 


fm^-  o./j  -t-o  .  /;  -f-. .  .-H  I  ./„. 
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Le  système  (4)  est  donc  agrégé  à  celui  que  constituent  ses  m  —  i 
dernières  formes  seulement,  partant  réduetil)l<'. 

IG.  Dans  un  systctne  irréductible,  le  nombre  des  formes  ne  peut  sur- 
passer celui  des  variables,  car  sinon  l'abaque  du  système  serait  plus 
haut  que  large  et,  en  conséquence,  vanescent  ]iar  les  lignes  (12). 

On  peut  s'en  assurer  autrement  en  remarfiuant  que  chacune  des  n 
variables  x,y,  s,  .  .  .  c  peut  être  considérée  comme  étant  luie  forme  li- 
néaire, et  que  toutes  ensemble  elles  constituent  un  système  spécial 
auquel  tout  autre  est  évidemment  agrégé.  Si  donc  m  est  >  n,  le  sys- 
tème (4)  est  agrégé  à  un  autre  dont  les  formes  sont  en  moindre 
nombre,  partant  réductible. 

1 7 .   Pour  qu  une  forme 

f=  ax  -!-  by  +■  cz  -h.  .  .-h  gs  +  /il  -h  .  .  .-\-  iu  -t- /e 

soit  agrégée  au  système  (4)  supposé  irréductible,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que  l'abaque  de  m  -\-  i  lignes  obtenu  en  adjoignant  celle  des  coeffi- 
cients defà  l'abaque  (5)  soit  \xincscenl  parles  lignes. 

La  condition  posée,  est  nécessaire,  car  alors  dans  l'abaque  considéré 
de  m  -t-  I  lignes,  la  première  est  agrégée  aux  autres  (14). 

Si,  au  contraire,  on  suppose  cet  abaque  vanescent  par  les  lignes, 
soit 

0,  fj,,  0,  ...  e„, 

une  file  invanescente  en  symptose  avec  lui  par  les  colonnes  Le  multi- 
plicateur 0  ne  peut  être  nul:  car,  s'il  l'était,  quelque  autre  appartenant 
à  la  file  de  m  éléments 

0,,   0„    ....  f)„, 

ne  le  serait  pas,  et  comme  cette  file,  ainsi  invanescente,  est  alors  en 
symptose  par  les  colonnes  avec  l'abaque  (i),  celui-ci  serait  vanescent 
par  les  lignes  et  le  système  (4)  réductible,  conirairement  à  l'iivpo- 
thèse. 

Dans  l'abaque   considéré  de    m  +  1   lignes,  la  première  est   donc 
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a(j;rc'géc  aux  aiilrt's,  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  la  forme  y" est 
agrégée  au  système  (4). 

18.  Si  le  système  {  \)  est  irréductible  cl  contient  autant  de  formes  qu'd 
y  a  de  variables,  la  forme  f,  quelle  qu'elle  soit,  lui  est  nécessairement 
agréf^ée;  car  alors  l'abaque  de  m  -\~  i  lignes  considéré  ri-dessus  est 
|)Uis  haut  que  large,  et  en  conséquence  vanescent  par  les  lignes  (12). 

lî).  Si  le  système  :  '(  )  est  irréductible  et  agrégé  à  un  autre  système  ir- 
réductible de  m  formes  aussi 

j\^  f-r  •••.,/;;,. 

réciproquement  ce  dernier  est  agrégé  au  proposé  et  tous  deux,  par  suite, 
sont  é(iiu\-ale/its. 

Par  li\|)i)tliés(',  on  a  m  itlcnlités  telles  que 


/«  =  ^  if,  -\-rr,J'.,^...^-  CT„,/„ . 


où  les  ninitiplicateurs  d  ai^régaliou  >., v,,,,  iormcnl  un  al)a(|ue  carré 

de  bauleur  //(. 

Cela  posé,  ou  peut  assigner  une  iile  in\anescentc  de  m  clenienls 

(i5)  5,,  5, 5,„ 

qui  soit  en  s\  niptosc  avec  chacune  des  m  i  dernières  colonnes  tie 
l'abaqiuî  d'agrégation  (11),  et  si  l'on  induit  jiar  cette  fde  les  iilentités 
prccédcnles,  il  viendra  cette  autre 

(i6)  0,/. +  0, /;+...  4- 0,,,/,,-^ey:. 

où  nous  avons  posé,  poui"  abrégcM", 

0,  >.,  -f-  'i.;y.o  -4-  ...  -I-  0,„7;r,„  —  e. 


igÔ  en.     MKBAY. 

Or  6  ne  peut  être  nul,  car  sinon  l'identité  précédente  se  réduiriiit  à 

^./, +  'i,/,  +  ...-4-o,„y;„=o, 

en  vertu  de  laquelle  la  file  (i5)  serait  en  svmptose  avec  l'abaque  f4) 
par  ses  colonnes;  comme  elle  est  invancscente,  cet  abaque  serait  va- 
nescent  et  le  système  (4)  réductible  contrairement  à  l'hypothèse  (lîi). 
On  peut  donc  diviser  par  0  tous  les  termes  de  l'identité  (iG)  et 
l'écrire 

La  forme/,'  est  donc  agrégée  au  système  (/(),  et  l'on  prouverait  de  la 
même  manière  qu'il  en  est  ainsi  pour  chacune  des  autres  formes  du 
second  des  svstèmes  considérés. 

20.  Si  le  système  (4)  est  réductible  sans  que  tous  les  cléments  de  son 
abaque  soient  nuls,  on  peut  constituer  un  système  irréductible  équivalent, 
avec  une  partie  seulement  des  formes  qui  le  composent,  formes  dont  le 
nombre  n  excède  pas  le  plus  petit  des  entiers  m,  n. 

Ecrivons  les  formes  proposées  dans  un  ordre  quelconque,  en  com- 
mençant par  une  de  celles  dont  les  coefficients  sont  supposés  ne  pas 
être  tous  nuls,  puis  biffons  successivement  toute  forme  agrégée  au  sys- 
tème partiel  constitué  par  les  formes  précédemment  écrites,  mais  non 
biffées.  L'opération  achevée,  les  formes  considérées  se  trouvent  répar- 
ties entre  deux  systèmes  partiels  contenant,  l'un  (5),^,  les  formes  y, 
f",  . .  .,f^'  qui  n'ont  pas  été  biffées,  l'autre  (S)^  celles  qui  l'ont  été. 

Le  système  (S)^,  est  irréductible,  car  si  une  file  invanescente  0', 
0".  ...,  0'^'  était  en  syniptose  avec  les  colonnes  de  son  abaque,  on  aurait 
l'identité 

oy'+  0"/"+. . .  +  0'w/(w  =  o, 
qui  se  réduirait  à 

0'/'  -h  0"/'+ . . .  +  o'Y'*)  =  o, 

en  appelant  &**'  le  premier  des  multiplicateurs  0',  .  .  .,  0^^'  qui  ne  sont 
pas  nuls,  quand  on  les  considère  dans  l'ordre  des  accents  décroissants. 


TniioniK  ni:s  formes  lini.aii(es  et  dks  détebminants.        \<)j 
D'où  l'on  tirerait,  en  divisant  par  0*'  qui  n'est  pas  tml, 

et  la  foriiic  /'*'  serait  agrégée  à  celles  (jui  la  précédent  dans  le  système 
(S),j,,  ce  qui  n'est  pas,  puisque  cette  forme  n'a  pas  été  biffée. 

Le  même  système  (8!^,  est  agrégé  au  proposé,  parce  qu'il  ne  contient 
(jue  des  formes  lui  appartenant;  celui-ci  l'est  à  (S)^,  parce  qu'il  est 
coni|)osé  des  formes  de  (S)|ji  évidemment  agrégées  à  elles-mêmes,  et  de 
celles  de  (S)v  qui  le  sont  aussi  aux  mêmes,  parce  qu'elles  ont  été  bif- 
fées. Le  système  incdiKtibic  partiel  S).j^  est  donc  équivalent  au  pro- 
posé. 

Fnialement;/.,  nond)re  des  formes  de  .Spi.iie  peut  surpasser  ^,  nond)rc 
des  variables,  parce  que  ce  système  est  irréductible  (16),  ni  m,  nombre 
des  formes  du  proposé,  parce  que  toute  forme  de (S)^  appartient  natu- 
rellement à  ce  dernier. 

Selon  l'ordre  dans  lequel  les  formes  considérées  auront  été  écrites, 
le  système  réduit  iS\^  pourra  contenir  tel  ou  tel  groupe  des  formes 
du  proposé;  mais,  quoique  constitués  par  des  formes  différentes,  ces 
systèmes  réduits  sont  équivalents  entre  eux,  parce  qu'ils  le  sont  tous 
au  proposé,  et  ils  contiennent  des  formes  en  nombres  égaux  parce  qu'ils 
sont  équivalents  entre  eux  et  irréductibles. 

'I\ .  Dans  1111  aba(pif  tel  (pir  ">  ,  nous  ap|)cll(i'<)ns  (//a^o/Jrt/c  tout 
groupe  d  éléments  en  nond^re  égal  à  la  moindre  tlimension,  et  telle- 
ment choisis  que  deux  quelconques  ne  tombent  à  la  fois  ni  dans  luie 
même  ligue,  ni  dans  une  même  colonne.  Cela  posé  : 

Le  système  (  \  )  est  irréductible  si  m  est  S  n  et  si,  dans  m  colonnes  de  son 
abaque,  tous  les  éléments  sont  nuls,  ceux  d'une  seule  diagonale  exceptés.  ' 

Siq)posons,  pour  fixer  les  idées,  que,  s  étant  la  ni"'"'  variable,  les 
éléments  rt|,  b.,,c.,,  ...,^,„de  l'abaque,  qui  rom|)osent  une  certaine  dia- 
gonale, soient  tous  différents  île  zéro,  mais  ([ue  dans  leurs  colonnes 
tous  les  autres  soii'iit  nuls.  Si  une  file  tle  m  éléments  est  en  svmptose 
avec  l'abaque  [)ar  ses  colonnes,  on  a  en  parliculicr 

a,\,  -ha^l^-i-. .  .-<-«„,>.„,=  G, 
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d'où  «|)^,  =  o,  parce  que  «2=  «3  =  . .  .=  a,„  =  o  par  hypothèse, 
puis  'X,  =  o,  à  cause  de  a,  non  =  o  ;  et,  on  considérant  les  m  —  1  co- 
lonnes venant  après  la  première  dans  l'abaque  (  j),  on  prouverait  de 
même  que  l'on  doit  avoir  aussi 

\.,  —  1.,  =  .  .  .  =  >.,„  —  o. 

Ainsi  aucune  file  ne  peut  être  en  syniptose  avec  les  colonnes  de  l'a- 
baque (  j),  à  moins  d'être  vanescente;  cet  abaque  est  donc  invanescent 
par  les  lignes  et  le  système  (4)  est  irréductible. 

11  nous  faut  encore  un  mot  pour  désigner  les  systèmes  dont  l'u-ré- 
ductibilité  tient  à  la  cause  qui  vient  détre  analysée  et  s'a|)erçoit  à 
première  vue.  Nous  dirons  qu'ils  sont  en  réduction  apparente;  et.,  pour 
le  système  considéré  ci-dessus,  nous  nommerons  saillantes,  tant  la  dia- 
gonale en  question  a^,  b.y,C3,  ....  g,„  que  les  m  colonnes  dont  ses  élé- 
ments foiit  partie,  et  que  les  ni  variables  ce, y,  z,  .  . .,  .y  dont  les  coeffi- 
cients forment  ces  colonnes. 

22.  Si  la /orme 

/=  ax-h  by  -\-  cz  -h.  ..-h  gs^  ht^.  .  .-h  iu-h  /v 

est  agrégée  au  système  (4)  supposé  en  réduction  apparente  asec 

a,,     lin,    C3,     .  .  .,    g,„ 

pour  diagonale  saillunte,  lajile  d'agrégation  est 
a       l)       c  g 

«1'     bi        C3'  g  m 

En  appelant  1,,  a,.  •  •  -i  ''-m  'i^'s  multiplicateurs  inconnus  de  cette  fde, 
on  doit  avoir  d'abord 

a  =  ■X,«,  +  1^0.,  +  .  .  .1-  >-,«««' 

d'où  a  =  'X,  o, ,  puisque  a.  -  «3  —  ...  —  a,„  =  o;  puis  1,  =  —  ,  a  cause 
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(lo  «1,  lion  ::^  o,  ce  (|iii  [XTUict  de  (li\  iser  par  «,  les  (l<'iix  mciiihrcs  de 
r«''^Mlité  précédente.  Et  de  même  /j  =    -,  

23.  Si,  dans  la  forme  f,  m  —  i  des  variables  saillanles  du  même  sys- 
tème [\)  ont  des  coefficients  nuls,  il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'elle  soit  agré- 
gée à  ce  système,  quelle  le  soit  à  celle  de  ses  formes  oii  l  autre  variable 
saillante  a  un  corfjicient  différent  de  zéro. 

Si  |)ar  exemple  h,  c g,  coefficients  dans /"des  m.  —  i  variables, 

}',  z,  . .  .,  5,  qui  sont  saillantes  dans  le  système  ['\),  sont  tous  nuls,  l'a- 
grégation dey*  à  ce  système  exige,  par  ce  qui  précède,  que  Ion  ait  pour 
la  file  d'agrégation 

A,   -       ,     /.,  =^  /.,=...=  /,,„  =  o, 
d'oii  l'ideiilité 

en  \crlu  de  laquelle  /"est  agrégée  à  /*, .  Si  d'ailleurs  cette  identité  a  lieu, 
/est  corlainemeiU  agrégée  au  svstéme  considéré. 

'2i'.  Pour  que  deux  systèmes  en  réduction  apparente  aur  mêmes  va- 
riables saillantes  soient  éqimalents,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  forme 
de  l'un  soit  individuellement  équivalente  à  son  homologue  dans  l'autre, 
c  est-à-dire  à  celle  où  la  même  variable  saillante  a  un  coefficient  diffèrent 
de  zéro. 

Ce  llieoi'émt^  résulte  imméiliat<'ment  du  précédent,  puiscpie,  dans 
toute  forme  de  1  un  des  s^sténles  proposés,  les  coefficients  de  m  —  i 
\arial)les  sailhiites  de  l'aiili'e  se  léduiseiit  à  zéro. 

2.'>.  Si  le  système  [  '\  )  est  irréductible,  cas  auquel  w/  L.  /»  (  I G  ).  les  coeffi- 
cients d'un  groupe  au  moins  de  m  variables  forment  un  abaque  partiel 
carré  invanescent  (15),  et  l'on  peut  assigner  un  système  en  réduction 
apparente  équivalent  au  proposé,  oîi  ces  m  variables  soient  saillantes. 

\"  Ou  p(-ut  réduire  l'abacpK'  (  '))  par  les  C(donnes  (20),  c'est-à-dire 
eu  extraire  de  cellev-ci  n  .  noinlire  non  supérieur  à  m  m  à  n,  consti- 
tuant un  aliacpu"  partiid  iinanescent  par  les  colonnes  et  auquel  toutes 
U's  autres  eoloiiiirs  du  proposé  soient  agrégées. 
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On  ne  pent  avoir  n<C^  m\  car  a,b,  c.  .  . .,  e  étant  les  lettres  affectées  à 
la  notation  de  ces  ri  colonnes,  on  aurait  pour  toute  autre  colonne  k  de 
l'abaque  les  relations  d'agrégation 

k,  ^^la,  -\-[i.h,  +VC,  +...  +  776,, 
kr,  +^«2  -^  ['-f'-i  +  vcj  +...+  7762» 


k,„  +  \  a,„  +  ij.  b,„  -h  vc,,,  + . . .  + 
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1,  ij.,  V,  .  .  .,  ST  étant  les  multiplicateurs  d'agrégation  ;  et,  en  induisant 
ces  égalités  par  quelque  file  invanescente  de  m  multiplicateurs  9,, 
62,  .  .  .,  f),„  en  symptose  avec  chacune  de  ces  n'  colonnes  (1 1),  il  vien- 
drait aussi 

0, k,  -hHJ\  +  .  .  .+  h,„k,„  =r.  o. 

Il  existerait  ainsi  une  file  invanescente  en  svmptose  avec  l'abaque  (.5) 
par  ses  colonnes,  et,  contrairement  à  l'iiypothèse,  le  système  (4)  serait 
réductible.  Le  nombre  n'  ne  pouvant  être  ni  supérieur  ni  inférieur 
à  m  lui  est  donc  égal,  et  l'abaque  partiel  de  ces  n'=  m  colonnes  est 
aussi  carré  et  invanescent. 

2°  Supposons  actuellement  que  l'abaque  partiel  des  coefficients 
des  m  premières  variables  JT,  V,  z,  .  .  .,  s  soit  l'un  de  ceux  dont  l'invanes- 
cence  vient  d'être  établie,  et  induisons  le  svstéme(4)  par  une  colonne 
invanescente  de  n  multiplicateurs 

(17)  ^.  ''-2 \,. 

en  symptose  avec  celles  des  coefficients  des  m  —  i  variables  y, 
z,  . .  .,  s  (11).  Il  en  résultera  une  forme  agrégée  à  ce  système 

y,'  =  a'^x  -h  o.y  -h  o.z  + . . .  +  o . 5  +  /«,  ^  + . . .  +  j, m  +/, i>, 

où  a\='k,a,  +  )v2 «2 -!-•••+ ^/«o,/!  "e  peut  s'évanouir,  car  autrement 
la  file  (17)  serait  aussi  en  symptose  avec  la  première  colonne  de 
l'abaque  (5),  et,  contrairement  à  ce  que  nous  avons  supposé,  l'abaque 
carré  de  ces  m  premières  colonnes  serait  vanescent. 
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y.n  opérant  tle  nu'inc,  on  trouvera  m  —  i  autres  formes/",  /  f 

toutes  agrégées,  coiume  la  précédente,  au  système  proposé  et  formant 
avec  elle  un  système  de  m  formes  en  réduction  apparente  aux  variables 
saillantes  x,y,  z,  .  .  .,  x.  Ce  système  étant  irréduelibie  et  agrégé  au  pro- 
pose, inversement  eehn'-ei  lui  est  agrégé  et  tous  deux  sont  équiva- 
l.iiK     M)    . 

llniATIONS    MNÉ41RES    SIMULTAMÏES. 

2(>.  lue  é(ju,iti()ii  (|iielconque  étant  donnée,  on  rednil  li.il.iliuljc- 
inrnt  son  second  nicinlire  à  zéro  en  faisanl  passer  dans  i'.iulrr  Ions  les 
tenues  cpi'd  contenait  ;  il  vient  alors  dans  cet  aulre  mendjre  une  ex- 
pression contenant  lis  ni( oniaus,  cpii  en  est  mu'  certaine  fonction 
<piand  on  les  considère  connue  aut:iJit  de  variables  indéjiendanles.  et 
<pie  Ton  nonnne  \c  premier  membre  de  l'écpialion  dont  il  s'a"it. 

r/èqnation  est  dite  linéaire  quand  son  ])reniier  membre  ainsi  défini 
est  inie  fonction  du  premier  degré,  linéaire  ei  homogène,  quand  il  se 
lédiiit  il  inie  foinie  linéaire. 

Plusieurs  (Hiualions  auxquelles  il  faut  satisfaire  a  la  fois,  par  d<-s  \a- 
leins  ((.iivciiables  attribuées  a  un  certain  ensemble  d  inconnue-, 
(lu'elles  contiennent,  consliluent  un  système  d'àjiialions  simultanées 
entre  ces  incoumies.  l  n  group.-  de  valeurs  des  incomuies  satisfaisant 
«•n  même  temj)s  à  toutes  ces  écpiations  sera  ce  que  nous  app<-llerons 
uw Jilc  de  solutions  de  leiu'  svstème. 

Nous  allons  Irailcr  des  systèmes  d'eipialions  linéaires  dmii  iH.n> 
ranu'uerons  toute  la  tlieorie  à  celle  des  systèmes  liomogènes,  et  nous 
em|)loierons  pour  ces  derniers  les  dénominations  d'rti^rcVr>,  èf/ui^alents. 
rèiluclihlcs.  irréductibles,  etc.,  dans  tontes  les  ciiconslanees  où  ellrs 
sont  applicables  aux  formes  linéaires  qui  consliluent  leurs  prenn.•r^ 
iiicinbics  ^  II'"  (î  cl  siii\anls). 

On  lemarqueiaqnc  l.i  résolulion  duii  svstème  d'écpialions  linéaires 

et    liomogènes  est  au  fond  la   niéiiie   iv.  li/r.  be  que  elle  de  toutes  le, 

files  de  (piantilés  (pii  sont  en  svmplose  par  les  ligues  avec  son  ubaqi.e. 

e'esl-à  dire  celui  des  premiers  membres  des  é|ualious  qui  leconiposenl. 

27.    Etant  donné  dru v  srstèues  d  é,/uutions  linéaires  et  homooénrs 

('^  ./;  =<».  ./:-(. /„,    ... 

(••''  F, -^o.      F, --^o V\       M. 

Jauri,.  de  Muth.  i,3'  .cri.'  ,  l,.iii,.  |X.  -  Jiix   ,8S',  -jO 
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/c  second  admet  toutes  les  files  de  solutions  du  prenuer,  s'il  lui  est  agrège. 
Soient  F  un  queloonque  des  premiers  meml)res  des  équalioiis  (2)  et 
'/ 1  A,  .  .  .  y,,,  sa  file  d'agrégalioii  anx  premiers  menil)res  des  é(|nations 
de  1  aiili'e  système;  on  a.  par  hypothèse, 

F--^.,,/;  -M,/, +...4- >.„,/„. 

(piellcs  ([lie  soient  h^s  xaleui's  attriLuées  aux  inconnues,  considérées 
un  instant  comme  autant  de  variables  inth'pendantes.  On  a  donc  en 
particulier  F  =  o,  pour  les  valeurs  de  ces  inconnues  qui  constituent 
une  fi\c   de    solutions  i\u   prenii(T  système,  car   alors  les  fornH'S  /,, 

/[. /„,  prennent  toutes  des  valeurs  nulles. 

Dans  ce  cas,  on  dit  sou\eiit  que  le  second  svstème  est  une  conséquence 
au  premier,  ou  liien  encore  que  celui-ci  entraîne  l'autre. 

*28.  Les  systèmes (  1  ),  (2)  admettent  les  mêmes  solutions  s'ils  sont  (r/ui- 
<•  aient  s. 

Ce  tiièorème  est  un  simple  corollaire  du  précédent  et  ramène  immé- 
diatement la  résolution  d'un  système  réductible  à  sa  réduction  (20y 
sui\ie  tle  la  résolution  du  système  écjuivalent.  Koiis  ne  considérerons 
donc  cpu;  des  systèmes  irréductibles. 

La  réduction  à  laquelle  nous  faisons  allusion  n'est  toutelois  pas  aj)- 
plicable  dans  le  cas  où  les  coefficients  des  premiers  membres  des 
cipiations  proposées  sont  tous  nuls.  Mais  alors  chacun  de  ces  premiers 
nHMubi'cs  est  nul  identiquement,  et  les  équations  sont  identiques,  c'est- 
;i-(iire  admettent  pour  solutions  toutes  les  fdes  imaginables  de  valeurs 
lies  inconnues. 

i>î).    Snit 

1 /,  -  a^x  ~f-  A|  V  -•-  C|  s  -^.  .-^gfS-^  /(,  /  -\-    .  -4-  i,u  -i-/|«'r-_o, 

(^)         ' ' ■. 

\/,„  =  a,„x  -f-  h,„y  -\'  c,„z  +  ..--^ g,i,s  -hfi„d  +  •■   +  ',h"+7/«''=o. 

un  svstènw  irréductible  de  m  équations  linéaires  et  homogènes  aux  n  in- 
connues x,y,  .  .  .,  c  pour  lequel  on  a.  par  suite,  m  :  n  (  l(>  j. 

Quand  m  ^  n.  il  n'admet  pour  solutions  qu'une  file  canescente. 

Quand  m  -<  n,  il  admet  une  infinité  de  files  de  solutions  dans  chacune 
desquelles  on  peut  attribuer  des  valeurs  arbitraires  à  n  —  m  inconnues, 
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si  Iniiicfois  on  les  a  clioisics  de  telle  sorte  que  l'abaque  des  coefficients 
dis  m  autres  soit  invanesceiU  ;  2Î>;,  et  cette  attribution  détermine  entiè- 
rement les  valeurs  des  m  inconnues  restantes. 

Si  clans  le  cas  do  m  =  n  U^  système  (3)  admettait  une  file  île  solu- 
tions invanescente,  son  aijaqiie,  qui  est  en  symptose  avec  cette  file 
parles  lii,Mies,  serait  vanesccnt  par  les  colonnes  et  aussi  par  les  lignes 
puiscpi'il  est  carré  (13),  co  qui  est  contraire  à  l'Iupotliesc. 

Supposons  maintenant /?«  <;  «;  comme  l'abaque  du  système  est  inva- 
iiescent  par  les  lignes  d'après  riivi)othèse,  un  groupe  au  moins  de  m 
«le  ses  colonnes  forme  un  abaque  carré  invancscent,  et  le  système  pro- 
posé est  équivalent  à  quelque  autre  en  réduction  a|)parente,  où  sont 
saillantes  les  inconnues  dont  les  coefficients  forment  ces  m  colonnes 
(2o;. 

Soient  x,  v,  :;,  .  .  .,  s  ces  /n  inconnues  et 

A,a; -}-  o.r-f- o.ô -+-.  .  .-;- 0.5  -I- [[,/ -f- .  1,'/        l.>         ". 

o.x  -+-  B,  V-f-  o.z  ~  .  .  .  -  o.jr     i-  Uj   -  .  .      -  Lm   ->-  Jji-   =  o, 
l  'i    'i  o.x  -i-  o.Y-h  C,z  -\-  .  .  .~h  o.s   -i-  \],t  -I-. .  .  -I-  Ij»  -f-  J.r  =  o. 


.vC  -I-  o.v-4-  o.;  -h.  .  .-T-  G„,i  4-  n,„/-r-.  .  .  -H  \,„u  +-  J,„i-  -  o, 

le  s\  sténie  (■(piivaK'iil  en  l'cduclion  apparente  dont  il  s'agit. 

Les  syslénies  ['S)  et  (  ])  étant  équivalents  admettent  les  mêmes  files 

de  solutions  (*i8).  Or  A,,  15. G,„  étant  tous  différents  de  zéro,   on 

peut  diviser  par  ces  coefficients  toutes  les  éipiatious  du  di-inicr  sys- 
tème respectivement,  et  les  écrire 


(5) 


^^ 

■-^" 

k' 

i!;'    ■ 

-k" 

-k^ 

^•- 

-k" 

-k' 

ll,„. 

i,„ 

•i,„ 

G-'      • 

■■-GZ" 

""  G~' 
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Sons  rrttc  loniK'  il  est  évident  que  les  valeurs  îles  n  —  m  incoii- 
uues  /,  ...,u,  ('peuvent  être  choisies  arbitrairement,  et  c|u'ensHite 
les  valeurs  des  ///  autres  x, y,  z,  .  .  .,  s  sont  déterminées  et  fournies 
par  ces  formules  elles-mêmes. 

50.  Nous  verrons  plus  tard  (GO  //{/'.)  comment  les  solutions  dn 
système' 3)  s'exjiriment  au  moyen  des  eoeftîcients;  mais  dés  à  présent 
nous  pouvons  ajouter  plusieiu-s  observations  utiles  à  ce  théorème. 

I.  Le  syslème  (3)  admet  toujours  quelque  file  de  solutions,  ou,  en 
d'autres  termes,  est  toujours  possible;  parmi  ces  fdes,  figure  nécessaire- 
ment celle  dont  tous  les  éléments  sont  nuls. 

(hiand  m  =  n,  cette  file  vanescente  de  solutions  est  la  seule  ([ui 
existe;  le  svstéme  est  dit  détei'miné. 

Quand  m  <^  n,  il  v  a  au  contraire  une  infinité  de  files  de  solutions 
distinctes,  c'est-à  dire  dans  deux  quelconques  desquelles  une  inconnue 
au  moins  n'a  pas  des  valeurs  égales.  On  dit  le  svstéme  indéterminé; 
il  admet  toujours  alors  quelque  file  de  solutions  dont  les  valeurs  ne 
sont  pas  toutes  nulles  :  ce  qui  s'accorde  avec  le  lemme  du  n°  11. 

il.  Quand  le  système  est  indéterminé,  les  inconnues  se  partagent  en 
deux  groupes  :  l'iui  de  n  —  m  qui  sont  tout  à  fait  indéterminées,  l'autre 
de  m  dont  les  valeurs  s'expriment  au  nioven  de  celles  des  précédentes 
par  les  formules  (5  ),  qui  effectuent  ainsi  la  résolution  du  système  pro- 
posé/jar  rapport  à  ces  m  dernières  inconnues.  Ce  groupe  de  m  inconnues 
est  caractérisé  par  la  propriété  de  l'abaque  carré  de  ses  coefficients 
d'être  invanescent,  condition  qui  suffit  poiu-  assurer  la  possibilité 
d'un  semblable  partage  des  inconnues  et  de  la  résolution  correspon- 
dante des  équations  (3).  On  peut  ainsi  exécuter  ces  opérations  d'au- 
tant de  manières  que  l'on  peut  former  d'abaques  carrés  invanescenis 
avec  m  colonnes  de  l'abaque  du  système. 

Suivant  les  circonstances,  ce  nombre  peut  varier  de  i  à 

ri[  n  —  1) .  .  .{n  —  m  -h  i } 


nombre  de  condjinaisons //«  à  m  des  n  colt)nnes  tle  cet  abaque. 

Il  importe  de  remarquer  que  la  condition    |)récitée  est   nécessaire. 
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Kffcctivf'inent  si  l'ahiiqnc  carré  des  coefficients  de  .r,  v,  = s,  par 

cxcinplc,   est  vaneseciit,  soit  >.,,  '/.^ ),„,  une  file  iiivanescente  en 

svniptose  avec  lui  par  les  coloiines.  F, 'équation 

admet  toutes  les  filesde  solution  des  proposées,  parce  cpi'clle  leur  «si 
agrégée  (27);  mais,  connne  les  coefficients  des  m  Muoniuies  .r,  v. 
z,  ....  s  y  sont  tous  nuls,  elle  se  réduit  à 

(^))  11/ +  ...4- lM-f-Je--^<) 

et  les  coefficients  II I.  .1.  induits  des  n  ~  m  dernières  colonnes  île 

l'ahacine  du  système  (  3;  par  la  fde  invanescente  considérée,  ne  peuvent 
Ions  s'évanouir,  sans  quoi  ce  système  serait  réductible,  confrairemenl 
à  I  livpotlièse. 

F.e  premier  membre  de  cette  équation  n'étant  pas  nul  identicpie- 
inent,  elle  et,  par  suite,  le  système  f3)  ne  peuvent  être  satisfaits  par 
toutes  les  coiid)inais()iis  de  valeurs  des  n  ~  m  incoiuiues  / ;/.  c. 

111.  La  file  générale  des  solutions  du  système  (3)  est  iiidelernnuec 
dans  son  ensemble,  et  cela  d'une  manière  plus  ou  moins  lari;e  selon  la 
grandeur  de  la  différence  n  -  m.  Mais  il  peut  se  faire  que  (nielqnes 
incoimues  y  soient  individuellement  déterminées,  c'est-;  -dire  ne  soienl 
jamais  susceptibles  cliacime  cpie  d'une  seule  et  même  valeur. 

.Si  cette  particularité  se  présente  pour  une  certaine  inconiuie.  .r  par 
exemple,  il  faut  qu'elle  ne  jinisse  faire  partie  d'aiuMui  groupe  de  n  -  m 
nuonmios  indéterminées,  et,  pour  cela,  que  parmi  les  n  -^  i  colonnes 
lormees  dans  l'abatpu^  du  système  3)  par  les  coefficients  des  autres 
inconnues)-,  ;,....  c  il  n'en  existe  aucun  group.e  de  m  formant  uu 
abaqiu' carré  invaneseent  11  ;  ittte  condition  exige  (|ue  l'abaipie  de 
ces  n  —  I  colonnes  soit  vanesc<'nt  par  les  lignes  *2,*>\  Si  ell<'  est  rem- 
plie, soit  X,,),j,  ..  .,).,„  une  file  invanescente  en  symptose  av<-c  cha- 
cune de  ces  (n  —  i  )  colonnes;  les  é(piafions  3  induites  par  celle  file 
donnent  l'équation  agrégée 


2o6 


(|iii  se  réduit  ;i 
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A  a;  -—  o, 


oii  A  ne  peut  s'i'\  iiiouir,  car  alors  la  file  invaiiescente  considérée  sérail 
aussi  eu  svni|itose  avec  la  première  colouue  de  l'aliaque  de  uotre  sys- 
tème, el  cet  abaque  serait  vanescent  |iar  les  lignes,  contrairement  à 
riivpothése.  Il  résulte  de  cette  dernière  équation  que  x  nesl  effecthe- 
tiient  siisxeplihlc  que  d'une  seule  valeur  qui  est  zéro. 

r*  1 .  Toute  file  de  n  éléments  agrégée  à  quelques  files  de  solutions  du 
système  ['S)  est  aussi  une  file  de  solutions,  et  si  n  —  m  /des  de  solutions 
forment  un  dhaque  invanescent,  la  file  la  plus  générale  de  n  éléments  qui 
leur  est  agrégée  est  aussi  la  file  la  plus  générale  des  sdiilions  des  équa- 
tions dont  il  s  agit. 

L'introduction  de  n  —  m  paramètres  indéterminés  -r,  .  .  .,  v,  o,  re- 
présentant par  exemple  les  valeurs  des  n  —  ///  inconnues  indéterminées 
t,  .  .  .,  u,  r,  permet  évidemment  de  substituer  aux  formules  (  "))  les  for- 
mules écpiixalenles 

y  =  z\i'.,  +.  . .  4-  v\'.,  -h  yJ'^, 

1  -    :=  tH',    -+-...-(-  Vl'.,   -f-  'jj'  , 


S   =  tH^„  + .  . .  4-  :j  1,„  -4-  9  J„, 
t  =T.i    +.  . .  H- y.o  +  y.o, 

u  =T.o  +...-l-y.r  -h  ep.o, 
^■'   =T.o  -+-...  I- u.o  H- '^.  [ , 


DU.  pour  sunplifier  lecnture,  nous  a\ous  posé 

Ou  \()it   ainsi  (pi'iuie    file    (pu'lcoiupie  de  solutions   est    aii;i-ei;e('  aux 
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/(  —  m   lignes  (le  I  aliaquc 

II.  II.  H,  . . .  Ti„,  I  o  ...  o  <), 

\ ..  ..■.  

^'  ;    1,     1,     l-,    ■    •     •„,    <)(...    I    o. 

••',    J',     J-,    ••  •    •!„,    o   o    .....    I. 

iricdiutihli-  par  les  lignes,  et  même,  en  réduction  apparente,  ses  n  —  m 
(Iciiiières  colonnes  étant  saillantes  (21),    et  qne  les   nuiltiplicateins 

d'agrégation  sont  - u,  ?.  On  voit  en  même  temps  que,  récipmqne- 

nienl.  tonte  file  agrégée  à  cet  abaque  par  ses  lignes,  chacune  de  celles- 
ci  en  particulier,  est  une  file  de  solutions. 

Considérons  maintenant  k  files  parliculières  quelconques  de  solu- 
lions  des  équations  ('3,;  comme  elles  sont  agrégées  aux  lignes  de 
I  ali.upie  (8),  toute  aulrc  file  qui  leur  est  agrégée  lest  aussi  à  c(  l 
al)a(|ue  par  les  lignes    7    et  constitue  par  suite  une  file  de  solutions. 

Si  X-  —  «  ^  m  el  si  l'abaque  de  ces  files  de  solutions  disposées  en 
lignes  csl  iin  anesccnt, 

.r,        V,        =,        ..  .   s,        (,        .  .  .   Il,        V,, 
l  - 

.  .  .   s..        t ,        ...   u.        c... 


1     X..  Y;  Z^ 

9  ■      '   /' 

il  est  nécessairement  équivalent  à  l'abaque  (8j  par  les  lignes.  i)arc<- 
.piil  en  coulient  le  même  nombre  en  lui  étant  agrégé  '19  .  U  en  résulti- 
(pic  loufe  (ile  de  solutions  est  agrégée  à  ce  dernier  abaque  parce  qu'elle 
l'est  à  son  é([nivalent    H). 

V.u  appelant  donc  'i,,0.^ 0„  „,,  n  —  m  paianutres  absoluni.iit  111- 

deleiniiiu'-,  1rs  lornudes 

X  -  X,  e,  -h  o-.Oo  -f  .  .  .  -f-  x„  ,„o„_,„. 
c  rr.e,0,  +c.jOj  -4-...-f-r„  „5,_,„. 
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qui  (loiineut  pour  x,  j-,  ..  .,i>  les  éléments  de  toute  file  agrégée  aux 
lignes  de  l'abaque  (9),  la  file  d'agrégation  étant  0,  0^ .  .  .  0„  ,„,  fournis- 
sent d'une  autre  manière  toutes  les  files  de  solutions  du  système  (3). 
Elles  ont  les  formules  (7)  pour  forme  particulière,  caractérisée  par 
cette  seule  circonstance  que,  dans  celles-ci,  l'abaqui'  ties  coefficients 
des  indéterminées  est  en  invanescence  apparente;  elles  leiu"  sont  préfé- 
rables, parce  qu'elles  n'établissent  aucune  distinction  entre  les  diverses 
inconnues. 

On  observera  en  outre  qu'elles  donnent  une  seule/ois  cliaque  file  de 
solutions.  En  effet,  pour  cpie  les  files  de  valeurs  dex,  y,  . .  .,  c  fournies 

par  ces  formules,  pour  les   files  H\,^'.,, . .  .,  (i'„_„j  et  0, ,0' 0^,  ,„  de 

valeurs  particulières  attribuées  aux  parantètres  indétcMininés,  soient 
identiques  élément  à  élément,  il  faut  que  l'on  ait 

■^■|  iJK  —  ^\  )  +  a-, ( o'„ -  e';,  )  -H . .  +  x„  _ ,„ ( ();,_„,  -  o;,  _„,  ^o, 
*'<(^'i  -^'i 7  +  ^2(^2 -^2)  +---  +  «'"-'«(^;,_„,  —  ^L  „,i  =  0' 

et  par  suite 

0;  -  0,  =  0;,  -  0;  =  .  .  .  T=  f)„  ^„,  -  0;  „  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  files  de  valeurs  des  para  m  très  soiinit  identi(]ues. 
Effectivement,  ces  conditions  constituent  entre  les  n  —  m  différences 
'),  —  0, ,  .  .  .,  /i  équations  linéaires  et  homogènes  dont  l'abaque  est  in- 
vanescent  par  ses  colonnes  qui  sont  précisément  les  lignes  de  l'a- 
baque (9).  Un  groupe  au  moins  de  n  —  m  de  ces  équations  a  donc  un 
abaque  carré  invanescent  (25),  et  par  suite  i  '29;  ne  peuvent  être  sa- 
tisfaites que  par  des  valeur^  toutes  nulles  de  ces  différences. 

On  |)eut  nommer  cardinales  des  files  de  solutions  au  nomljrc  de 
n  —  m  et  formant  un  aljaque  iinanescent  tel  que  (()\  au  moven  des- 
(pielles  on  peut  exprimer  inmiédiatement  toutes  les  solutions  dune 
même  autre  file  quelconque,  en  fonction  linéaii'e  et  homogène  de  n  —  m 
paramètres  indéterminés.  Il  existe  une  infinité  d'abaques  de  solutions 
carilinales  :  cela  résulte  de  ce  que  nous  verrons  plus  loin  (71  inf.,; 
mais  tous  sont  équivalents  par  les  lignes  et  fournissent  naturellement 
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pour  lo  système  (':i  i  \e  même  ensenible  indéfini  de  files  de  solutions. 

lue  réciproeité  remarquable  lie  un  aliaciue  de  solutions  rarilinales  à 

({•lui  ilu  svsiéme  d'équations  liiu'-aires  auquel  il  ap|)arti<'nt    8i  et  sui\. 

7»*2.  l  II  sysicme  diqualions  li/icdires  et  linni()<^ènes  qui  admet  toulcs 
li's  solutions  du  système  irréductible  (  3  )  lui  est  nccessairenient  agrège. 

Une  équation  quelconcpuî  de  ce  nouveau  système  admettant  en 
particidier  les  solutions  d'un  abaque  cardinal  t<'l  que''f)),  ses  coeili- 
cients  a',  b,  ...,j  sont  des  solutions  du  système  iri'éductible  dt-s 
//  —  m  éfpiations  linéaires  et  bomogènes  irréiluctibles  aux  /*  incon- 
imés  a,  h,  r i,  j 

.r,a      -^y,b       -i- :,c       -h...~hi-,j       =  o, 
^   x..n      -hv-.b       -h  z„c       -t- .  .  .  H- c, /      =  o. 


•^'n    m  ^  ■+■  y,!    m  b  -h  Z„  _,„C  +  .  .  .  +  i„-,„J  =  <>, 

cl,  |)our  la  même  raison,  les  m  lignes  de  l'abaque  du  système  pro- 
posé (3  ;  sont  des  files  de  solutions  deséqualions  Il  .  Mais  cet  abaqiK- 
étant  invanescent  par  bvpotbèse,  les  soluti<»ns  qui  en  forment  les 
lignes  sont  cardinales;  donc  31  la  file  a  b  ...  j'  leur  est  agrégée  :  e<' 
«pi'il  fallait  établir. 

.").">.  Dcur  systèmes  irrèdu<id/lcs  d  è//uatio/is  linéaires  et  homogènes  ijiii 
ont  les  mè/fies  files  de  solutions  sont  ètfuivalents,  car,  en  vertu  de  i  <•  cpii 
|)récède,  cliacun  d'eux  «'sl  agrégé  à  l'autre. 

Lesdeux  liiéorèmes  précédents  s'étendent  facilement  à  des  systèmes 
réductibles,  par  la  considération  des  systèmes  réduits  équivalents.  Ile 
sont  les  réciproques  de  ceux  des  n"'  (27  i,  'li8  . 

.">i.  Considérons  maintenant  un  système  de  ///  ((piatious  lme.nii-<, 
mais  non  bomogènes.  entre  les  n  mêmes  inconnues  x.  y i', 

1    «I  j;  +  b^y  H- . .  .  +  J,  u  -h  y,  i    -h  /•,  —  o, 

(12)  !  • 

I  a,„x  -\-  b,„y  -I-.  .  .  4-  i,„u  -+-J,„i'  ■+-  k„,  =  o. 
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En  écrivaiil  /?■,  .  i .  /., .  i ,  .  . .,  /•,„  .  i  les  termes  connus  de  ces  éqiia- 
lions  k^,  k.,,  .  .  ..,  /„,,  on  apcrroit  df  suih^  que  leurs  files  de  solutions 
peuvent  s'obtenir  en  |)rcnant  simplement  les  n  premiers  éléments  de 
celles  des  files  de  solulions  des  jh  équations  linéaires  et  homogènes 
aux  n  4-  i  inconnues  x,y,  . .  .,  v,  tr 

1  c/|.i-  +  ^1  V  +  .  .  .-I-  «1  //  +/,  ('  -I-  k,  ir  =  o, 

(•3)  • ■ •■ 

'  a,„x  +  b,„y  +  .  .  .+  /,„//  -+-/,„('  -h  X-„,(v  =  o, 

dans  lesquelles  l'inconnue  »'  a  pour  vali'ui'  i . 

Nous  appellerons  abaque  du  système  non  homogène  (12  celui  du 
système  homogène  correspondant  (i3)  qui  a  m  lignes  et  « -h  i  co- 
lonnes. Cela  posé,  en  combinant  la  remarque  précédente  avec  la 
théorie  des  svsièmes  homogènes,  on  obtient  immédiatement  les  pvo- 
positions  suivantes  : 

I.  Le  système  (12)  admet  les  solntiDns  de  tout  autre  de  même  nature 
auquel  il  est  agrégé,  c'est-à-dire  à  ral)aqn(î  duquel  le  sien  est  agrégé 
par  les  lignes  (27\ 

En  conséquence,  deux  semblables  systèmes  ont  les  mêmes  files  désola- 
tions s'ils  sont  éqtdvalents.  c'est-à-dire  si  lein's  abaques  le  sont  pai'  les 
lignes  (28\ 

La  résolution  du  système  [12)  peut  donc  s'opérer  par  celle  d'un 
système  irrétluctible  équivalent  (20  i;  nous  poinrons  donc  supjioser 
désormais  c]ue  ce  système  est  irréductible,  ce  qui  exige  en  particulier 
que  l'on  ait  m  "^^  -+-  i . 

II.  Quand  m  est  =  n  -\-  \ ,  le  syslènw  irréductible  [i  2)  est  impossible. 
c'est-à-dire  n'admet  aucune  file  de  solutions. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  la  seule  file  de  solutions  du  système  homo- 
gène auxiliaire  (i3)  est  vanescente  (29),  et  la  valeur  de  u' ne  peut  pas 
V  élre  égale  à  i . 

TH.  Quand  m'Sn,  le  système  irréductible  (12)  est  possible  ou  impossible 
suivant  que  V  abaque  partiel  formé  dans  le  sien  par  les  m  colonnes  de  coef- 
ficients des  uiconnites  est  invanescent  ou  vanescent. 
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Si  1  al>;i<|iic  parlicl  cm  (|iiisli'iii  est  invanescent.  lo  système  aiixi- 
liaiiT  ij  [KUl  ttif  icsolu  (Il  atlribii;u)t  des  valeurs  arbitraires  a 
([iielque  groupe  de  « -4-  i  —  m  iiuoninies  c<)m|»reiiniil  ir  (25),  (29), 
et  les  //  premiers  éléments  de  toute  file  de  solutions  dans  laquelle  (r 
aura  pour  valeur  i  formeront  \nw  file  de  solutions  du  système  pro- 
posé (I  :^). 

Si  au  eontraire  cet  ahaipic  paitiel  est  vanesceut,  le  système  auxi- 
liaii-e  \'\  n'admet  aueinie  Idc  i.\f  solutions  dans  lacpiello  w  n"ait  pas 
une  \aleur  nulle  '.">(),  III   ,  partant  non  =  i .  et  le  proposé  est  impos- 

Sll)l.-. 

I  \  .  Dans  le  cas  où  m  =  //.  A-  syslciiie  ;  i  2  ,  5'//  csl  irrcdiirtiblc el  possiUc. 
(tdmcl  une  seule  file  (h-  solutions,  ou,  eu  d'au/tes  termes,  est  déterminé. 

l'our  résoudre  ce  svstéme,  il  faut  cliereher  les  files  de  solutions  du 
svstéme  auxiliaire  (i3)  dans  lestiuelles  tr=  i.  Ce  système  ayant  alors 
des  inconnues  en  nombre  inférieur  d'une  unité  seulement,  à  celui  des 
équations  qui  le  composenr.  une  seule  de  ces  incoiuuies,  pour  laquelle 
riiy|U)!hès''  pcrinel  de  clioisir  iv.  est  indéterminé  (50,  II).  Ln  le  ré- 
solvant dans  celte  livpolliese  par  des  lornuiies  analogues  à  (.^),  puis  y 
i)osanln=i,  les  valeurs  de  toutes  les  autres  inconnues,  c'est-à-dire 
des  inconnues  du  svstéme  proposé  12  ,  se  trouvent  exactement  déter- 
minées. 

\  .  Dans  le  cas  oùni<^/i,  on  peut  attril/iwr  des  râleurs  urhitniurs  11 
tout  i^niune  de  n  —  m  inconnues  tellement  choisies  que  t'al/Uf/ue  carré  des 
eoeflicients  des  m  autres  sont  invanescent,  après  quoi  les  ndeurs  convspnn- 
dantes  de  ces  m  (Uitres  inconnues  sont  e.i-actemeni  déterminées. 

Supposons,  par  exemple,  (pie  l'abaque  carre  des  coefficients  des 
///  inconnues  .r.  v,  r,  . .  .,  s  soit  invanescent;  on  peut  alors  résou<lrr  le 
svstéme  auxiliaire  1')  par  rapport  à  ces  m  inconnues,  au  moven  de 
lorinides  analoçpies  à  >  'i  (pii  contiennent  comme  indéterminées  les 
„  _)_  1  _  ni  autres  t.  .  .    .u.  c.  ic.  En  v  posant   tr  =  1 .  il  ne  reste  plus 

comme  indclerminces  (pic   les//       m   inconiuies  / ».  c  au  moMii 

des  valeurs  des(iuelles  les  l'oiinules  ainsi  moi|i(i,-,s  expnmenl  les 
valeurs  correspondantes  de  .».  r,  z.  .  .  .,  s. 

\  I.    /,rs  mêmes  choses  restant  posées .  on  ohliint  <  ticore  les  éléments  de 
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la  file  générale  des  solutions  du  système  (12)  en  ajoutant  respectivement  à 
eeujc  d'une  fde  particulière  quelconque  de  solutions  les  éléments  correspon- 
dants de  la  file  générale  de  solutions  du  système  homogène  (3  ),  auquel  le 
proposé  se  réduit  par  la  suppression  des  termes  connus  k^,  k.,,  . .  .,  /,;„. 

Si  Xg,  _)'o' -0»  •  ••'  ''()'  *'o  t'st  une  file  particulière  de  solutions  des 
équations  (12),  en  adjoignant  à  cette  file  disposée  en  ligne  celles  d'un 
abaque  de  solutions  cardinales  du  système  (3),  puis  à  cet  ahaqiu' 
de  [m  -h  i)  lignes  et  de  n  colonnes  une  colonne  avant  pour  éltmcnts 
I  suivi  de  //  —  TO  zéros,  on  obtient  l'abaque 


(i4) 


-f,      y. 
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dont  les  lignes  constituent  dans  leur  ensemble  des  files  do  solutions 
cardinales  du  système  auxiliaire    i3  . 

Effectivement  les  lignes  de  cet  abaque  sont  en  nombre  égal  à 
n-h  i  —  m  excès  du  nombre  des  inconnues  sur  celui  des  équations 
dans  le  système  (i3),  et  chacune  d'elles  est  évidemment  une  file  de  so- 
lutions de  ce  système.  D'autre  part,  cet  abaque  est  invanescent  par 
les  lignes;  car  dans  une  file  /.„,  1,,  Ao.  ■  ■  •>  ^«  m  ^n  symptose  avec  lui 
par  les  colonnes,  il  faut  d'abord  que  l'on  ait  )„  =  o  à  cause  de  la 
symptose  partielle  qui  doit  avoir  lieu  avec  la  dernière  colonne  de 
l'abaque;  il  faut  ensuite  que  les  n  —  m  autres  éléments  /,,  /,,,  ... 
>.„  ,„  soient  tous  luds.  Car,  à  cause  de  la  nidlité  de  lo,  la  file  de  n  —  m 
éléments  qu'ils  forment  doit  être  en  svmptose  avec  les  colonnes  de 
l'abaque  réduit  à  ses  n  —  m  dernières  lignes,  c'est-à-dire  avec  celles  de 
l'abaque  (g)  qui  est  essentiellement  invanescent.  Ce  qui  revient  à  dire 
que  l'abaque  (i/jl  ne  peut  être  en  symptose  par  ses  colonnes  quavec 
une  file  vanescente. 

Cela  posé,  si  au  moyen  des  éléments  de  cet  abaque  et  de  n  -h  \  —  m 
paramètres  indéterminés  0„.  0,,  Oj,  .  .  .,  0„_,„  on  exprime  les  solutions 
du  système  (i3)  par  des  formules  analogues  à  (10  ;,  et  si  l'on  fait  Oo  =  i , 
ce  qui   est  nécessaire  pour  ipte   u'  soit   =  r,  on  trouvera  bien,   pour 
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icllcs  du  système  proposé  (12!,  les  formules  spécifiées  implicitennMil 
dans  notre  énonce  : 

.r  =  .*•„  -f-  X, 0,  -f-  .r^Oj -I- .  .  .  -+-  .i„  ,„0„  ,„, 

v  =;■„  -H  v.o,  -t-v^o,  4-. . .-t-  v„  „,e„  „, 

(•  =  ('o    +  (',0,    -(-  i',<).,  -h.  ..-h  v„.,„v„_,„. 

Ces  formules  fournissent  une  fois  seulement  chacune  des  files  <!(■ 
solutions  du  système  :  12  ;  ce  dont  on  s'assure  en  raisonnant  comm»- 
nous  l'avons  fiit  par  les  forniiilcs    10). 

54  bts.  Nous  revenons  acluellement  aux  équations  linéaires  et  ho- 
mogènes, pour  chercher  conuuent  leurs  solutions  s'expriment  au 
moyen  des  coefficients.  Mais  auparavant  il  convient  d'étudier  sonmiai- 
rement  des  expressions  très  remanpiahles  cpii  se  présentent  dans  celte 
question,  ce  qui  en  allégera  notahlement  la  solution. 

Kn  considérant  comme  autant  de  variahles  indt'pendantes  les  clé- 
ments d'un  abaque  donné  (pie  nous  décomposerons  par  la  pensée  en 
files  parallèles  d'une  direction  où  elles  ne  sont  pas  moins  longues  ipie 
les  files  de  l'autre  sens,  nous  nommerons  covanescenl  de  cet  ahacpii' 
toute  fonction  des  éléments,  linéaires  ethoniogèncs  par  rapport  à  vvu\ 
de  chacune  des  files  en  cpiestion  (considérés  i.solément  ,  qui  jouit  de  la 
propriété  de  s'évanouir  pour  tout  système  de  valein-s  des  elemcMls 
rendant  l'abaque  \anescent  par  les  files  dont  il  s'agit. 

Nous  réduirons  charpie  co\aiiesceiit  tle  manière  a  lui  donner  l.i 
lonnc  d'une  somme  de  mom'jmes  dissemblables  par  lapporl  aux  ele- 
iiHiitsde  l'ahacpie,  avant  pour  coefficients  des  quantités  indépendantes 
(le  cis  cleiiienls,  et  nous  supprim<"rons  naturellement  tout  terme  (pir 
s:'iail  pourvu  d  1111  coelliciriil  nul 

I.  l'our  fixer  h's  idées,  nous  considérerons  l'abatpie  (i5  écrit  plus 
loin,  dont  nous  supposerons  la  largeur  n  au  moins  égale  à  la  haii- 
iciii  m.  ( '.li.i  pose,  chiujtic  terme  d'un  covanesceitt  V  de  cet  abaque  est  U- 
prDilml  tic  son  coefficienl  par  m  èlànents  situes  tous  sur  quelque  nu'nu 
(litiironule. 
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Coiuiuo  F  est  lii)éairo  et  liomogène  par  rapport  aux  éléineiits  de 
1  liaque  ligne  tle  l'abaque  coiisulérés  isolément,  im  quelconque  de  ses 
termes  contient,  à  litre  de  facteurs,  m  éléments  de  l'abaque,  ni  plus  ni 
moins,  et  ces  éléments  sont  notés  par  les  m  iudices  i ,  2,  3.  . . . ,  m  tous 
différents  les  mis  tles  autres.  Les  m  lettres  servant  a  la  notation  des 
mêmes  éléments  sont  aussi  toutes  différentes. 

Dans  le  cas  contraire,  en  effet,  il  existerait  clans  I'  qucl(]ue  terme 
avant  pour  facteurs  des  éléments  appartenant  dans  leur  ensendjle  à 
moins  de  m  colonnes  de  l'abaque,  aux  m  <^  m  premières  par  exemple, 
lin  ap|)elant  alors  P  le  groupe  forme  par  les  termes  de  cette  esjièce 
et  Q  l'ensemble  des  autres  termes,  avant  ainsi  pour  facteur  un  élément 
an  moins  des  rt  ~  ni  dernières  colonnes,  on  aurait 

I'  =  I>  +  Q, 

dou  Fu  =  P.  Fo  désignant  ce  que  devient  F  (piand  on  réduit  à  zéro 
tous  les  éléments  de  ces  //  —  ni  colonnes,  cai"  alors  tous  les  termes 
de  Q  s'évanouissent. 

[Niais  cette  liypothèse  rend  l'abaque  vanescent  par  les  lignes,  et  par 
suite  Fo=  o;  car,  à  cause  de  /«'<C  '".  on  peut  assigner  cjuelque  file  in- 
vancscente  de  ni  éléments  en  svmptose  avec  ses  ni  premières  co- 
lonnes (11)  et  en  fait  avec  toutes,  puisque  les  n  —  ni  autres  sont  de- 
venues vanescentes.  On  devrait  donc  avoir  aussi  P  ;=  o,  cjuelles  que 
fussent  les  \aleurs  des  éléments  entrant  dans  cette  expi'ession;  or  c'est 
impossible,  puisque  nous  siqiposons  F  composé  de  termes  dissem- 
blables à  coefficients  non  nuls. 

Une  même  lettre  ou  ini  même  indice  ne  pouvant  ainsi  figui'er  i\v\\y. 
fois  dans  la  notation  des  ni  éléments  qui  entrent  dans  (liaque  terme 
de  F,  ces /«  éléments  appartiennent  nécessairement  a  nue  même  diago- 
nale de  l'abacjue  (1  '>). 

11.  (JikukI  l'alKniiie  (iV)  est  carre,  tout  rova/iesce/tt  F  relatif  à  ses 
/ii;7ies  est  aussi  un  covanesccjit  relatif  à  ses  colonnes. 

Puisque  cliaque  terme  de  F  contient  en  facteurs  les  |)i'emieres  puis- 
sances seulement  de  tn  éléments  notés  pai'  m  lettres  essentiellement 
différentes  fl),  et  que  la  notation  de  la  totalité  des  éléments  com)K)rte 
seulement  //(  lettres  à  cause  de  n  =  /;/,  une  colonne  doiuiée(pu>lcoiicjue 
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(le  l'al)a(|iie  fournit  toujours,  coininc  facteur,  à  un  tcriin-  cjuclconijuc 
<1(!  F,  (|iu'l([u'uii  (l(;  SCS  ('léuiciits  à  la  prcmien-  puissance,  mais  un  soûl. 
Notre  roiu'tinii  (•>(  doiu-  aussi  linéaire  et  liomo^ïéno  par  rappoit  au\ 
elcineuls  (le  clKupic  i:olonn(!  de  l'abaque,  considérés  isolément.  Eulin, 
(piaiid  I  ahaqtie  est  vanescent  par  les  colonnes,  il  l'est  aussi  par  les 
li<;iieN.  puls(pi  il  est  carré    l."  ,  et  !•"  s'évanouit. 

."îîi.    Lr  svslcmc  :  i)  cKiiit  irrcdiii-lihlc  cl  imlrlcnninc,  lonics  ses  solitliDiis 
so/it  doit  nées  par  les  formules 

.r  =  X.     .v=-.  Y v  =  V, 

oi'i  X ,  ^  ,  .  .  .,  \   sont  (les  fonctions  des  nui  vlcnicnls  de  ■ion  nlnuiue 

1    rt,     h,    c,    ...g,    h,     ...    ',    ./,. 


f   a,„  b,„  c„i    . . .   ,i;„,  /',„   . .  •    ',„  y,„. 

//m  conticntiriii  d'une  nuinicre  linéaire  cl  liornn^cne  eerlams  parainèlivs 
nidctertninès.  I Huître  part,  ces  fonctions  sont  d'une  nature  telle .  (pn' 
l'indiiil 

(iG)  a„X  H- /'oV  ^-. .  .-f-/o\ 

(le  leur  fie  et  de  celle  de  n  noueeaur  éléff lents  indéterminés  a„,  h^ j„ 

est  un  eoeanescent  de  l' uluupiv  suieant  à  m  -+-  i  lii(/ies  et  à  n  colonnes 


('o 

/'a    C„     . 

..    g.    /'„    . 

••     ./.. 

«. 

h,    e,    . 

..    g,     /',    • 

••  y. 

a. 

b,    c,    . 

•      g.       I>2      • 

•  ji 

«m     f>m    Cm     •  ■  •     gm    ^' m     ■  ■  ■    Jin 

I .   .\i>tir  tlivorcme  a  lieu  (juand  le  système  (  3  )  ronflent  une  seule  érpiatiiui . 
sa  première  par  exemple. 

I.a  (lie  des  coefficients  de  celte  e(piatioii  eu  comprend  un    ni  ukumv. 
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a,  pour  fixer  les  idées,  qui  n'est  pas  nul  parce  qu'elle  est  invanesceute. 
l'.ii  raisonnant  donc  comme  au  n**  1  i  ,  on  trouvera  que  loules  les  solu- 
tions s'obtiennent  en  attribuant  à  y,  :,  .  .  .,»'  des  valeurs  quelconques 
et  à  X  la  valeur  correspondante 


or 


Mais.eniiosant  —  =  vj,  ~  —  'C,  ....  —  =  o.vî,- c  seront,  comme 

)-,  r,  ...,  c,  des  quantités  tout  à  fait  arbitraires,  et  les  solutions  dont  il 
s'agit  seront  aussi  données  par  les  formules 

.r  =  —  b,-o  —  f,Ç  -.  ..-7,9, 

y  =       fl  I  v; , 

^  =  a,  ^, 


c  =  a,ij3, 

doiU  tous  les  seconds  membres  sont  bien  linéaires  et  homogènes  |)ar 
rap|)ort  aux  paramètres  indéterminés  yj,  Ç,  . . .,  y.  D'ailleurs  ils  véri- 
fient évidemment  l'équation  proposée,  quelles  que  soient  les  valeurs 

de  (es  paramètres,  et  aussi  celles  des  coefficients  «,.  ^, y,. 

iNIaintenant  si  l'abaque 

«0    f>o    C„     .  .  .    /o 

rt,  /y,  f ,  . . .  y, 

devient  vanescent  par  les  lignes,  il  arrivera  de  deux  choses  l'une  :  ou 
bien  sa  seconde  ligne  sera  vanescente,  ou  bien  elle  ne  le  sera  pas, 
mais  alors  la  première  lui  sera  agrégée  (14-).  Dans  le  premier  cas, 
l'expression  (iG)  s'évanouit,  parce  que,  en  fait,  les  expressions  ci- 
dessus  de  x,Y,  ...,'.'  s'évanouissent  toutes.  Dans  le  second  cas.  elle 
s'évanouit  encore,  parce  que  l'équation 
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ost  agrégéo  à  la  proposée  et  en  admet  par  suite  toutes  les  files  de  solu- 
tions 27  .  D'ailleurs,  eette  expression  est  évidenuncnt  luieaire  et  lio- 
niop;eii«'  par  rapport  aux  éléments,  soit  de  l'une,  soil  de  l'autre  lifue 
de  l'alnupie  hilniéain;  ei-dessus. 

II.  Notre  tlu'orànc  est  vrai  pour  le  système  considéré  ^"j  ,,  s'il  l'est  pou, 
tin  nuire  de  même  nature  contenant  m  —  i  équations  seulement. 

iXolre  système  étant  irréduelihle,  il  v  a  eerlaiMemenf  ni  in( oiuaies 
.< .  V,  =,  .  .    ,  5  dont  les  coeffieients 

/«,    -^,    c,    ...   g,, 

r-, 

a„,    />,,,   C,„    ...    fr 

rorniciit  un  al.aque  carré  iiivanescent  (2a\  J/aharpie  laissé  dans  ce 
dernier  par  la  suppression  de  sa  première  coloiuie  est  donc  invanes- 
cent  aussi     par  les  colonnes      1*2  .  Le  système  des  m  -  i   équations 

Inicaires  et  liomogéries  aux  ///  inconnues  /,,/..,,  .  .  .,  "a,„ 

/  h,'/.,  -h  l^'i..,  -1- . . .  -i-  b,„'i.,„  =  G, 
1  c, /,  -h  rp..  -I-    . .  -h  c,„>„  =  o. 


i<) 


r.  ^-<  +  g-Ji  H-  •  ■  .  -I-  g,n\n  =  o 


est  ainsi  irréductible  et  indéterminé,  et.  par  livpotliése,  on  obtiendra 
une  file  donnée  de  ses  solutions,  en  particulier  une  de  celles  qui  sont 
invanescentes 

(20)  A,,   A, A,„ 

en  prenant   les   coeflîcients    de  or,,  a, v,„   dans  (pichpie  co>anes- 

ceiit  ^  de  rabafpie  carré 

/.,    l)^    c,     ...g,, 

X,   b.,   c,     ...    s,. 


"l'-''^ g-n- 

•le  Mutk.  (3*s0rii>',  lonic  \.  -    Jnuti  iSS/,.  2S 
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Introduisons  maintenant  les  équations  (3)  par  la  file  (20).  Les  coeffi- 
cients (le  r,  z,  . . .,  s  dans  le  résultat  sont  tous  nuls  à  cause  des  équa- 
tions (19).  Quanta  ceux  des  autres  inconnues  x,l,  .  ..,w,e,  ils  sont 
é\ideninient  les  expressions  [abc. ..g),  [hbc  . . .  g),  .  . .,  (  ihc  . .  .  g  , 
ijbc  . . .  g)  dans  lesquelles  J/  se  transforme  par  la  substitution  faite  à  a,. 
'•/_,,...,  c/,„  de  la  première  colonne  de  l'abaque  (  1  )),  delà  [m  -+-  i  !"""^, .... 
(le  la  {n —  I  )"■""■  et  de  la  n"'""'  respectivement.  On  obtient  ainsi  l'étpia- 
tion 

(   [abc  . ..  g)x  -h  o.y  -{-  o.z  -h. .  .-\-  o.s 

\        -h  [hbc .  . .  g)t  -h.  .  .-h  [ibc  . . .  g)ii  -h  ijbc  .  .  .g)i,'  =  o, 

et  [abc  . . .  g)  n'est  pas  nul,  car  autrement  l'abaque  (18)  aiu'ait  sa  pre- 
mière ligne  en  symptose,  comme  les  m  —  i  autres,  avec  la  fde  inva- 
nescente  (20)  et  il  serait  vanescent  contrairement  à  ce  qui  a  lieu. 

L'expression  [abc...  g)  est  évidemment  un  covanescent  de  l'a- 
baque (18),  puisqu'elle  est  formée  avec  ses  éléments  exactement 
connue  '1,  covanescent  de  l'abaque  (21),  avec  ceux  de  ce  dernier. 
Les  ni  —  i  expressions  [aac  . . .  g),  [ace  . . .  g),  [agc  •  •  ■  g)  déduites  de 
[abc  .  .  .g),  en  y  substituant  successivement  aux  éléments  de  la  seconde 
colonne  de  l'abaque  (18)  ceux  de  la  j)remière,  de  la  troisième,  etc.,  et 
d(>  la  /«"""",  sont  donc  toutes  nulles  puisque  ce  sont  alors  des  cova- 
nesceuts  d'abaques  carrés,  dans  cliaciui  -desquels  respectivement  la 
seconde  colonne  est  identique,  partant  agrégée,  à  la  première,  à  la 
troisième,  ...,  à  la  ///"""■,  c'est-à-dire  tous  vanescents.  Il  en  résidte 
que  l'induction  des  équations  (3)  parles  coefficients  de  b,,  b.^,  . .  .,  b,„ 
dans  [abc  ■  ■  ■  g),  onlonné  par  rapport  à  ces  éléments,  donne  une  équa- 
tion (le  la  lorine 

\  it.x  -^  \  abc  .  . .  g) y  +  o.  ;  4- . .  .  -)-  o.  .v 

f        -f-  (  ahc  .  .  .  g]l  -h.  -  .  +  îair ...  g)ii  -j-  ,,  ajc  . .  .  g  ;  c  =  o. 

car,  en  induisant  la  file  des  coefficients  dont  il  s'agit  ]iar  les  colonnes 
de  l'abaque  (18)  qui  sont  notées  par  les  lettres  b,  />,  .  .  .,  i,j\  on  repro- 
duit d'abord  évidemment  l'expression  («ic  ...  ij,  puis  ensuite  ce  en 
(|Uoi  la  Iransforment  les  substitutions  à  la  file  d'éléments  b,,b.^,  ...,  b,„, 
des  [m  -h  i)''""".  .  . .,  [n  —  i)"'""',  /("'""■  colonnes  de  rabarpic  ^18). 


niICOlUE    l)i;S    FORMES    LINEAIRES    ET    DES    DETERMIHAHTS. 


2I() 


Ï'A\  [joursuivaiit  de  même  avec  les  3"'"'',.  ..,  rn"'"'  colonnes  de  l  a- 
haqiie   (i8)  successivement,    on  obtient  les  m  —  2  autres  équations 

aii.ilogncs 


o.j:  -h  o.y  -h  (abc  . .. g)z  -h.  . .  +0.5 

+  [aUi ...  g)l  -h...->r  [ahi ...  g)u-h  iabj . 


r,t'  =  o. 


o.x  -\-  o.y  +  O.Z  -H. 
-h  (abc  .  .  .h)l  -h. 


.  -+-  'abc  . . .  i  u  -\-  'abc  . .  y   c 


(|ui,  elles,  ainsi  que  (22)  et  (  23),  sont  toutes  aj!;régées  au  système  (3). 
En  outre,  ce  système  de  m  équations  est  en  réduction  apparente  à 
cause  de  (rt/;c..  g)  non  =  o;  il  est  donc  équivalent  au  pro|)()sé '19  .  i"t 
ses  solutions  sont  identiques  à  celles  de  celui-ci    28). 

Ce  svsfème  est  de  même  nature  que  (4),  à  [)art  les  notations,  et  celle 
circonstance  essentielle  que,  maintenant,  nous  avons 


A,:^IÎ,  =  C,=...=   C, 


[abc 


I,es  solutions  seront  donc  luuniies  j)ar  les  iornuiles  ^f)    ou  Iikii  |i 
les  formules  équivalentes  (') 


a;  =  —  [hbc  ...  g)x  —...—  [ibc  .  .  g)  v  —  \jbc  . . .  g  fj, 
y  =  -  [ahc  ...  g)x-...-[aic  ...  g)rj-  [ajc  . . .  g)o, 
z=-  [abh  . . .  g  r  -  ...  -  {abi  ...  gw  -  (abj  .. .  g)f. 


■i\) 


[■i\ 


t  =      [abc  ...  g  r. 


[abc  ...  g)-j. 


{abc 


(|ii'i)ii    (11   (h'iiiiil    cil    t'\|iiiiiiaiil    les   /(  —  ///   iiKonniies    iiidéleiniiiiées 


('  )  On  ppui  supposer  que  les  coefficienls  de  t.  . . 

Iliinl\  cl,'    r;l|i;lilllO  (r")'l  ('61  (II/.). 


, ,  v,  o  soiil  cerlaiiis  dvtcrmi- 
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/ n,  (■  au  moyen  des   paramètres  iudélerniinés   en   nombre  égal 

T j,  f,  par  les  n  —  m  dernières  des  précédentes  formules,  ce  qui 

ne  restreint  aucunement  l'indétermination  de  ces  inconnues  à  cause 
de  {abc. .  .g)  non  =  o. 

Tl  est  essentiel  de  remarquer  que  ces  fornudes  donnent,  j)our  les  in- 
connues, des  valeurs  qui  satisfont  au  système  '  3  j,  quels  que  soient,  et  ses 
coefficients,  el  les  valeurs  de  x,  . . .,  u,  o,  et  aussi  le  coK'unescenl  'b  de  l'a- 
baque carre  (18 j  qui  a  servi  à  les  obtenir.  Pour  s'en  assurer,  il  suffit 
évidemment  de  vérifier  que  les  coefficients  de  t,  . . .,  v,o  dans  les  ré- 
sultats qu'on  obtient  en  portant  ces  expressions  de  x,  v,  ...,(■  dans  les 
premiers  membres  des  équations  (3),  se  réduisent  tous  à  zéro. 

Considérons,  par  exemple,  la  première  é(piation  et  le  coefficient  du 
paramètre  t,  savoir,  au  t<igne  près, 

a,{/ibc  ...  g)  -+-  b,{a/ic  ...  g) 

-h  c,{abh  ..  .  g)  +...-+-  g, [abc  .. .  h)  —  /i,{abc  . ..  g). 

Celte  expression  est  évidemment  linéaire  et  bomogène  par  rapp()rt 
à  h,,  /r>,  . . .,  h,„,  et  /t,  y  a  poiu'  coefficient 

[rt,Â,  4-  b^\],  -h  c,C,+...  +  ^,G,l  —   abc  ...  g), 

A,,  B|,  ...,  G,  représentant  les  coefficients  de  «,,  b,,  ...,  g,  dans  le 
développement  de  (abc. .  .g),  par  suite  zéro,  puisque  le  polynôme  entre 
crocbets  régénère  [abc. .  .g). 

D'autre  part,  si  l'on  prend  k  non  :=  i,  et  si  l'on  nomme  A^,  !>/,,  ...An 
les  coefficients  de  rt^,  b^,  . . .,  g^  dans  le  développement  de  abc. .  .g  , 
le  coefficient  de  h/,  sera 

Or  cette  expression  est  un  covanescent  de  l'abaque  carré  vanescenl 

formé  en   remplaçant    la  /"""'  li<Tne  de  !i8^  par  la  file^../^ s.. 

Elle  est  donc  nulle,  et  ainsi  les  coeflicieiits  de  /i.,,  h.^ /?„,  s'éva- 
nouissent tous  comme  celui  tlt»  //,. 

Les  seconds  niend)res  des  formules  i]  sont  fous  linéaires  et  ho- 
mogènes par    rapport    aux   pai-;unètres    indéterminés  t,  ....  u,  c.  Y.n 
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outre,  et  par  (léfinitioii,  le  er)vanesrent  iabc  ...  g  étant  linéaire  et 
homogène  par  rapport  aux  éléments  de  chacune  des  lign<-s  de  son 
al)a(pie  iH  ,  il  est  évident,  d'après  la  manière  dont  les  eoefCieients  de 
T,  . . .,  \i,  ';  se  déduisent  de  ce  covanescent,  que  la  même  projjriéte  a|>- 
parlient  à  tous  ces  coefficients,  par  suite  à  chacun  des  seconds  mem- 
bres des  formules  (al)  ainsi  qu'à  l'expression  (iG  ,  relati\emeMt  aux 
éléments  d'une  même  ligne  quelconque  de  l'abaque  'i"i  . 

Suj)posons  enfin  (pie  l'abaque  \-j]  devienne  vanescent  par  U's 
lignes;  alors  celui  de  ses  m  dernières  lignes  le  --era  lui-même,  sinon 
sa  première  ligne  sera  agrégée  à  ces  m  autres  (14;. 

Dans  le  premier  cas,  m  colonnes  quelconques  de  labaipie  ;  i5  for- 
ment évidemment  un  abaque  vanescent  ;  [abc  ...g)  s'évanouil  donc 
et  a\cc  lui,  sunultanénieiil,  tous  les  coefficients  de  t,  ...,  u,  es  dau.->  les 
loiiiuilcs  2/|  ;,  chacun  d'eux,  au  signe  près,  étant  composé  avec  cpielque 
groupe  de  m  colonnes  de  i5j  comme  abc  .  ■ .  g]  l'est  avec  les  m  pre- 
mières, f.es  seconds  membres  des  formules  (24)  et  avec  eux  l'expres- 
sion (16)  se  réduisent  donc  à  zéro. 
Dans  le  second  cas,  l'équation 

a„  .»•  -r-  b,,y  -<-...  -(-y„  e  —  o 

est  agrégée  au  système  |Moposé    3  ,   parlant  satisfaite  par  toutes  ses 
files  de  solutions  i  27  . 

l/ex|)ression  ;i6)  s'évanouil  donc  dans  les  deux  hvpotlieses,  el. 
connue  elle  est  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  éléments  de  toute 
ligne  de  (17!,  elle  est  un  covanescent  de  cet  abaepie.  ce  <pii  restait  a 
|)rouver. 

III.  Soirc  tlicorèrnc  tst  donc  irai  ilans  tous  les  cas,  puis(|u'il  a 
elc  démontre  quel  qiu'  soit  /i  pour  m  =  1  I),  el  (pie  l<'  raisonnement 
ci-dessus  pciinct  de  l'elendre  successivement  aux   cas  de 

r/i  ~-  2,  ') n  —  \  . 

3G.  lUTipmqucinrnl.  /es  lorf/iric/i/s  \,  ^'.  ...  \  de  a„,  b^,,  ....  /„ 
(/a/is  un  aHanescrnl  (juclcniKjuc  de  l  (ihufjur  i  -  sont  des  s<dutions  du 
systcmr  '  j\ 
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Effecrivement  l'expression 

est  évidemmenl  un  covancscent  tle  l'abaque 

a,  h,  c,  ...  y, 
a,  h,  (?,  ...  y, 
a..      b.2      r,       ...     /\. 


a,„     b,„     c,„     . . .     j,„ 

déduit  de  (17)  par  la  répétition  de  sa  seconde  ligne  à  la  place  de  sa  pre- 
mière. Elle  est  donc  nulle,  puisque  ce  dernier  abaque  est  en  svniptose 
par  les  colonnes  avec  la  fde  invanescente  ayant  pour  éléments  +  i  et 
—  I  suivis  de  m  —  1  zéros,  partant  vanescent  par  les  lignes.  En  d'autres 
termes,  les  quantités  X,  Y,  ...,  V  satisfont  à  la  première  équation  du 
système  (3),  et  l'on  démontrerait  de  même  qu'elles  satisfont  aussi  à  ses 
[m  —  1)  autres  équations. 

57.  La  recherche  des  solutions  de  notre  système,  exprimées  en  fonc- 
tion de  ses  coefficients,  revient  ainsi  à  celle  du  cwanescent  le  plus  général 
fie  l'abaque  (17),  puisque  l'exprcs.sion  (iG)  ne  peut  être  qu'un  cova- 
ncscent de  cet  abaque  (5o). 

Avant  de  procéder  à  cette  recherche,  remarquons  que  les Jormules  (-24) 
font  aussi  dépendre  les  mêmes  solutions  de  la  formation  d'une  simple  fonc- 
tion covanescente  non  nulle  de  r abaque  carré  (18)  des  coefficients  de  m 
inconnues  c/ioisies  de  telle  sorte  que  cet  abaque  soit  invanescent  (2o). 

Ces  deux  méthodes  s'équivalent  au  ionti,  mais  la  seconde  est  évitltMii- 
ment  la  plus  simple. 

Détermin.wts. 

58.  Nous  aurons  incessamment  besoin  de  certains  principes  d'Ana- 
lyse combinatoire,  que  nous  allons  tout  d'abord  exposer. 

T.   On  nonnnc  permutations  de  plusieurs  objets  déterminés  quelcon- 
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f|iii.'s  les  divers  groupes  qiK- l'on  en  peut  former,  en  les  alignant  lous 
les  uns  à  la  suite  (les  autres  de  tontes  les  manières  possibles.  (Jn  sait 
(]U(i  le  nombre  des  permutations  diffcrentes  de  m  objets  donnés  est  égal 
nu  [)i odi/it  i  .9.  .'> . .  .m. 

II.  Dans  nue  pcrnuilation  donnée 'de  deux  ou  plusieurs  objets  ,  on 
nonnne  une  transposition  l'ojjération  consistant  à  déplacer  deux  objets 
déterminés,  de  manière  à  transporter  chacun  d'eux  à  la  place  que  l'antre 
occupait  auparavant. 

.Si  les  objets  considérés  sont  au  nombre  de  m,  le  nombre  des  transpo- 

...                     ,,                                                                  .      ,  .  m  (  m  —  If 
sitioiis  distinctes  que  i  on  peut  concevoir  parmi  eux  est  égal  a > 

nombre  des  nianicres  d  en  difusir  di-ux. 

HT.  h'tant  données  deux  permutations  quelconques  de  certains  objets, 
ntt  peut  toujours  faire  naître  la  seconde  de  la  premiérv,  en  exécutant  dans 
fcltc-ci  des  transpositions  convenables. 

La  démoiistralion  est  assez,  facile  pour  (pie  nous  puissions  la  sup- 
primer. 

1\  .  Il  \  a  \ isd)l(in(iil  niic  inliiute  di  manières  de  passer  ainsi,  par 
des  Iranspositions  successi\('s,  d  une  permutation  donnée  à  une  autre, 
différente  ou  non,  des  mêmes  objets;  mais,  quelle  que  soit  la  manière 
d'opérer,  le  nombre  des  tran.ywsitions  pouvant  ainsi  métamorphoser  une 
permutation  donnée  dans  une  autre  est  de  parité  invariable,  c'est-a-dirc 
lonioiirs  j)air  ou  lonjoiirs  impair,  siii\anl  la  nature  relali\c  des  |)erinu- 
taliuns  considérées. 

ï"  Une  transposition  quelconque  équivaut  toujours  a  un  /lombre  im- 
pair de  transpositions  simples.  c'est-à-dir(>  ne  iléplacant  cliacune  (pie 
deux  objets  contigus  dans  la  permutation  considérée. 

.Soient  0  e\  fi  les  deux  objets  à  trans|)oser,  et  supposons  (pi  il  \  en  ait 
y  entre  eux  dans  la  permulalion  considérée  ..5... p....  Il  est  clair 
(pi'en  transposanl  successivement  6  avec  l'objet  place  après  lui.  jniis 
avec  l'objet  suivant  ....  puis  a\ec  celui  (pii  précèdes,  puis  enfin  a\«'i- 
p,  ce  (pii  fait  q  +  i   Iranspositions  simples,  la  permulalion  considérée 

deviendra ^^5 . . .,  le  trait  vertical  in(Ii(piaiit  la  ji^kc  (pi 'occupait 

0  dans  la  permiitalion  primitive. 

.Si  mainleiiaiil ,  d.uis  celte  nouvelle  permtilaliiin.  on  transpose  >U(  - 
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cessivement  ^  avec  l'objet  placé  avant  lui,  puis  avec  celui  qui  précède 
celui-ci,  ...,  puis  enfin  avec  l'objet  placé  immédiatement  à  la  droile 
(lu  trait  vertical,  ce  qui  ccmstitue  y  transjjositions  simples,  la  pernuita- 
tion  deviendra  .  .  .p  . .  .0  . .  .,  c'est-à-dire  ce  que  devient  la  permutation 
primitive  par  la  seule  transposition  des  objets  0  et  p. 

Notre  lemme  est  donc  démontré,  puisque  le  nombre  total  des  transpo- 
sitions simples  qui  ont  été  exécutées  est  l'impair  2</  +  i . 

2°  S/  certaines  transpositions  simples  ne  produisent  aucun  changement 
dans  une  pernmtation,  leur  nombre  est  essentiellement  pair. 

La  chose  est  évidente  quand  la  permutation  contient  deux  objets 
seulement,  car  chacun  d'eux  revient  à  sa  place  ou  n'y  revient  pas  selon 
([u'il  a  été  transposé  avec  l'autre  un  nombre  pair  (o  compris)  ou  im 
nombre  impair  de  fois,  transpositions  qui  toutes  sont  forcément  simples. 

Il  nous  suffit  donc  de  prouver  que,  si  elle  est  vraie  quand  il  v  a  m  ob- 
jets dans  la  permutation,  elle  l'est  encore  quand  il  y  en  a  /?2 -i-  i .  A 
cet  effet,  choisissons  un  quelconque  5  des  objets  dont  il  s'agit,  et,  parmi 
les  transpositions  considérées,  distinguons  cellesqui  déplacent  5  et  celles 
(jui,  le  laissant  immobile,  déplacent  sinudtanément  ileiix  des  m  autres 
objets. 

Toutes  les  transpositions  considérées  étant  simples,  chacune  de  celles 
du  premier  genre  fait  marcher  5  d'un  seul  rang  en  avant  ou  en  arriére, 
et,  par  suite,  comme  leur  ensemble  ramène  5  à  sa  place  primitive,  letu- 
nombre  est  nécessairement  pair.  En  outre,  aucune  de  ces  transpositions 
ne  déplace  les  autres  objets  les  uns  par  rapport  aux  autres,  c'est-à-dire 
abstraction  faite  de  (/;  en  d'autres  termes,  si,  avant  et  après  l'une 
d'elles,  on  supprimait  1/  en  rapprochant  au  besoin  les  deux  fragments 
de  la  permutation  qui  sont  séparés  par  5,  on  obtiendrait  deux  permu- 
tations identiques  des  autres  objets. 

La  disposition  relative  de  ces  autres  objets  n'est  donc  modifiée  que 
par  les  transpositions  du  second  genre;  elles  sont  donc  aussi  en  nombre 
pair  en  vertu  de  l'hypothèse,  puisque  ces  objets  sont  au  nombre  de  m 
seulement  et  que  les  transpositions  dont  il  s'agit  les  ramènent  à  la  même 
disposition  relative. 

Les  transpositions  simples  du  second  genre  étant  en  nondjre  j>air 
comme  celles  du  premier,  le  nombre  total  des  transjiositions  est  pair 
aussi,  ce  qu'd  fallait  prouver. 
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3"  Des  Iranspositioiis  de  ndliirc  (juclconquc  qui  ne  pnxluiseiil  aucun 
iluiiigement  dans  une  pcrinutution  donnée  soul  aussi  en  nombre  pair. 

Soient  erfeclivciiiciil  //,  n" ,  ....  //'*'  les  noinhics  Ions  impairs  rie 
transpositions  siii)|)l(S  dont  les  ensembles  cqiii\;(l(iit  icspri  ti\cnient  à 
chacune  des  k  transpositions  considérées  (i").  I.ciir  Munnic 


est  |)airc  ;  2"  ,  piiisciuc  1  CnsciiiMf  de  tdulcs  ces  transpositions  siinplt's 
ne  iJiodiiit  au(  un  cliaiigcnieiit  dans  la  |)ernuilalioii  considérée.  Le 
iiomljre  /■  est  donc  pair,  sans  quoi  la  sonnne  dont  il  s'agit  serait  néces- 
sairenient  impaire. 

\"  Soient  maintenaiil  1',.  1'^  deux  i)eiiiuitati(ins  des  fd)jels  consi- 
dérés, dont  la  première  se  métamorphose  dans  la  seconde  par  liiii  on 
l'autre  des  deux  groupes  (/)',  (/  ;"  den'  et  n"  transpositions,  et  appelons 
"[l)  un  nouveau  groupe  de  n"  trans|)ositions  formé  avec  celles  du 
groupe  (/)"  exécutées  dans  l'ordre  inverse.  Il  est  évident  que  les  tians|)o- 
sitions  [t)"  et  "{t)  exécutées  successivement  sur  une  permutation  quel- 
conque n'v  produisent  aucun  changement,  cai'  l'eftct  de  celles  i\u  pre- 
mier groupe  est  \isil)lcinent  detinil  par  celles  du  second. 

Maintenant  l'exécnlion  siicccssivi- sur  l.i  p<riiiiitalion  1',  des  trans- 
positions [t]'  et  "(/)  n'y  produit  aucun  changement;  car  le  premier 
groupe  [t]' ,  changeant  P,  in  !'.,.  \  produit  le  luèiiie  elCet  (pie  le 
groupe  (/)",  et  nous  venons  de  V(  ir  que  les  transpositions  (//'  et"(i) 
laissent  invariable  tonte  |)ermutatioii.  Donc  (2"^  «' -i-  n" ,  nombre  total 
des  Iraiispo.sitions  [l/  et  "{i\,  esi  pair;  les  nonducs  //'  et  n"  sont  donc 
ou  tous  deux  pairs  (a  comj)ris    ou  tous  deux  impairs. 

Il  résulte  impliiitenient  de  notre  raisonnement  (|ue  le  nombre  des 
Iransf  osilions  nécessaires /lour  tni/isformerV,  en  P^  esl  de  même pnrilc  que 
celui  des  transpositions  qui  peuvent  transformer  V^en  P,. 

V.  C.ompaiiins  toutes  h  s  pennnlations  de  ///  objets  a  lime  d'elles  P 
choisie  arbitrairement;  formons-en  tienx  classes  [_('.]'  et  '  t.  contenant 
res|)ecti\('ment  celles  pouvant  se  deilihrc  de  P  par  des  nombres  pairs 
0  lompris  el  impairs  de  transpositions,  et  soient  \\,  S  i\vi\\  permuta- 
tions (pielcoiiqiies  des  mêmes  objets,  pouvant  être  déduites  At-  P  au 
moNcii  de/-,  s  transpositions  re-<pecli\  eiiient 

Juirii.  il,-    M.iih.  Ci-  Mii,>;,  luiw  X.    -  Jiniii   itiji;.  -"J 
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Si  l'on  peut  p.isscr  tic  11  a  S  au  luovcu  de  /  Irausposifions,  inverse- 
ment, d'après  ce  (lui  a  été  dit  toni  à  l'Iieure,  on  pourra  passer  de  S  à 
Il  au  moyen  de  t  transpositions  aussi.  En  outre,  on  peut  passer  encore 
de  Pà  S  par  l'intermédiaire  de  R,  c'est-à-diie  parr+  t  transpositions: 
il  en  résulte  (lY)  que  *  et  /•  -h  i  soi.t  de  même  parité.  Si  donc  R,  S  ap- 
partiennent à  luie  même  classe,  les  entieis  r,  s  sont  de  même  parité, 
et  t  est  nn  nombre  pair;  sinon  r,  s  sont  de  parité  diflérente,  et  /  est  im- 
pair. On  en  conclut  immédialenuMit  (|ue  le  partage  en  deux  classes  des 
1 .  3.  ')  .  . .  m  pernuitations  de  m  objets  donne  les  mêmes  lésullals.  (juelte 
que  soit  la  permutation  type  V  au  moyen  de  laquelle  on  l'a  opéré. 

Finalement,  les  nombres  des  permutations  contenues  dans  chaque  classe 

sont  égaux  l  un  a  l  autre,  par  suite  a  >  car  une  même  transpo- 
sition (nombre  impair)  exécutée  sur  toutes  les  permutations  de  la 
classe  (C)'  eu  donne  d'autres  en  nombre  égal,  qui  sont  toutes  distinctes 
les  unes  des  autres  et  appartiennent  à  la  cla.sse  '(C).  Il  en  résulte  que 
la  classe '(C)  contient  au  moins  autant  de  permutations  que  la  classe  (C)', 
et  l'on  prouve  de  même  que  celle-ci  n'en  contient  pas  moins  que 
l'autre. 

r»!).    Dans  l'abaqiie 

,    «,    b,    c,    ...  y,. 

,  \  )  «.,    />•>    '■ /... 

(0  ].'..'.'....., 

o,„  b,„  c„,   . . .  j,„, 

à  7n  lignes  et  n  ;lm  colonnes,  on  obtient  les  éléments  d'une  même  dia- 
gonale quelconque,  en  prenant  quelque  combinai.sou  de  m  des«  lettres 

a,b,c I  et lesaifectaut,  d'une  manière  quelconque,  des/»  indices 

F,  2,  i,  ....  w.  Nous  appellerons  yrt//?///e.ï  les  divers  groupes  formés 
chacun  par  les  diagonales  dont  les  éléments  sont  notés  par  les  mêmes 
lettres;  il  y  a  évidemment  autant  de  familles  que  de  combinaisons  de 

1    ..  .  .      ^    .      1-        Il  {Il  —  !)...(/;  —  «(-4-  il 

n  lettres  m  a  ///,  c  est-a-dire 

1   .   !  .   .   .  III 

Si  maintenant,  d;iiis  les  diagonales  d'une  même  famille,  on  écrit  les 
élémcnls  d'iiiK'  manière  telle,  tpie  les  lettres  servant  à  leur  notation 
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soient,  pour  toutes,  rangées  dans  le  même  ordre,  les  notations  de  ces 
diai^onales  ne  dinVreront  que  par  l'ordre  de  suecession  des  indiees.  Il 
V  a  donc  autant  de  diagonales  distinctes  dans  cliaciue  lamillecpie  de 
|)ernnit;itif)ns  tie  m  indices,  c'est-à-dire  i .  j  .  > . .  .rn. 

Ain^i,  dans  une  même  ramille,  on  peut  passer  île  \:\  nnlalion  d'une 
diagf)naleà  celle  d'iuie  autie  (pn-lcontpie,  en  exécutant  des  lransi>osi- 
lions  convenables  sur  sa  permutation  d'indices  (les  lettres  restant  im- 
mobiles). Cliaqnefamillese  partagedonc  naturellement  en  i\ri\\  classrs 
rYyw.vpV^.  contenant  cliiiciuic  '-^^  diagonales  ilont  1rs  notations  de 
deux  (pielcoiiques  se  ni(  laniorpliosent  l'une  en  l'anlre  par  nu  nombre 
pair  de  transpositions  d'indices   58,  V 

Quant  au  luMnbre  total  des  diagonales  de  raba(|nc  1  .  \\  vsi  e^al  a 
/(  n  —  \). .  .(n  —  m  -h  1),  produit  du  nombre  des  làniiiics  par  celui  des 
diagonales  couteiuies  dans  cliacune. 

iO.  Le  rovanescenl  le  plus  général  F  de  l'(iha<iuc  1  s'obtient  c/i  (ijmi- 
lanl  les  produits  des  éléments  de  chacune  des  diagonales,  multipliés  res- 
pect ivetnent  par  des  paramétres  absolument  indéterminés,  sauf  la  restriction 
i/'étir  égau  r  /xiur  tous  les  produits  qui  pnniennent  de  diagonales  d'une 
même  famille  et  d'une  même  classe,  égaur  encore,  mais  de  signes  con- 
traires, pour  deu  v  produits  provenant  de  diagonales  de  classes  opposées 
dans  une  même  fanùllr . 

Si  l'abaque  (1)  n'a  ipiune  li^ue,  noli-e  tli»  oreme  est  evuleut,  car  la 
règle  posée  conduit  à  la  l'onction  linéaire  et  homogène  la  plus  géné- 
rale des  éléments  de  celte  ligne,  (pii  est  évidemment  le  covancscent 
cliei'clié. 

.Sinon,  comme  nous  savons  iléjà  (.">4-  bis,  I  <pie,  I'  avant  ete  ramené 
à  luie  forme  où  tous  si  s  termes  sont  dissend)l.ibles  par  rapport  .aux  eh  - 
ments  de  l'abacpie,  cliacun  de  ces  teinies  est  le  produit  des  cléments 
de  (pielipn-  diagonale  p.ir  lui  coeriicieiit  ct)nstant  non  nul  .  soit  ('Alaji. 
l'iui  d  «iix  cornspcHidant  a  une  diagonale  contenant  r/,  et  b^.  IJ  dcsi- 
gnanl  1<'  produit  des  m  —  1  autres  éléments  et  ('.  le  coeificient. 

Si.   dans    F,    on    rend    simullaiiiinc  iit    et    respectivement  et;.ui\   au\ 

«  elemc'uts  '/..'-j t,  Ç  d'une  même  file  iirleternunée  ee\\\.  des  deux 

premières  lignes  de  l'abacpie,  rs'e\anoiut,  quels  (pie  soient  les  coefli- 
cients,   les  (pianliles  tj ,  ^j t,  ^  d  les  cléments  des  m  —   x  dernières 
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lignes  de  l'abaque,  puisque  celui-ci  devient  vanescent  par  les  lignes. 
Comme  le  terme  considéré  devient  alors  Ci^a,S  et  que  C  n'est  pas  nul. 
il  faut  qu'il  se  soit  formé  simultanément  des  termes  semblables  détrui 
sant  celui-ci.  Or  un  seul  a  pu  naître,  et  il  provient  d'un  terme  en 
ila.b,;  F  ne  peut  donc  contenir  le  terme  COrt,  è^  sans  contenir  en 
même  tenqis  le  terme  —Cùa^b,  dont  la  notation  se  déduit  de  la 
précédente  |)ar  la  transposition  des  indices  i,  2  des  doux  lignes  que 
l'on  a  rendues  ui:  instant  identiques,  accompagnée  d'une  multiplica- 
tion par  —  I . 

Le  même  raisonnement,  rJpété  poin-  toutes  les  combinaisons  deux 
à  deux  des  lignes  de  l'abaque,  prouve  qu'un  terme  donné  quelconque 
de  F  est  nécessairement  accompagné  par  tous  ceux  dans  lesquels  il 
se  métamorphose  cpiaud  on  v  transpose  deux  indices  quelconques  en 
le  multipliant  en  même  temps  par  —  i.  Or  ce  terme  et  ceux  qui  t'u 
dérivent  ainsi  correspondent  bien  à  toutes  les  diagonales  d'une  même 
famille;  et,  dans  deux  quelconques,  les  coefficients  sont  égaux,  ou 
bien  égaux  et  de  signes  contraires,  selon  que  les  diagonales  correspon- 
dantes appartiennent  à  la  même  classe  ou  à  des  classes  opposées.  I.e 
covanescent  F  ne  peut  donc  être  que  de  la  forme  assignée  par 
l'énoncé,  les  coefficients  C  jouant  le  rôle  de  paramètres  indéterminés, 
et  il  nousrestesimplementàconstater  que  la  forme  dont  d  s'agit  assure 
bien  sa  covanesrence. 

D'abord  il  résulte  des  considérations  précédentes  que  F  s'évanouit 
chaque  fois  que  deux  lignes  de  l'abaque  deviennent  identiques;  elles 
montrent  i  ffectivement  que,  dans  une  famille  quelconque,  chaque 
terme  est  alors  détruit  par  celui  de  classe  op])osée  dont  la  notation  se 
déduit  de  la  sienne  par  la  transposition  des  indices  de  ces  lignes,  com- 
binée avec  une  multiplication  par  —  i. 

Supposons  enfin  que  l'abaque  (i)  devienne  vanescent  par  les  lignes: 
dans  ce  cas(14),  la  première,  par  exemple,  devient  agrégée  aux  autres. 
Soient  1.,  l,,  ...,!,„  les  multiplicateurs  d'agrégation.  Comme  F  est 
linéaire  et  homogène  par  rapport  à  «,,  A,,  c,  . . .,/, ,  la  substitution 

de  k.,a.^  -+-  /.aûTa  -+-...-+-  /.,„«,„  à  a, , 
de  1.,  b.,  +  >.,/>.,-!-...-+-  A,„  b,„  à   ^ , , 
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change  cette  foiiclion  en 

F-'  F, F„,  désignant  ce  qu'elle  devient  successivement  quand. 

aux  éléments  de  la  première  ligue  de  l'abaque,  on  y  substitue  succes- 
sivement el  respectivement  ceux  de  la  deuxième,  de  la  troisième 

de  la  m'*'"*.  Or,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  F,,  I-",,  . . . ,  F,„  sont 
toutes  nulles,  puisque  ce  sont  des  déterminations  de  F  relatives  à  des 
abaques  dans  chacun  (los(|ucls  deux  lignes  sont  i(!ciiti<|iics. 

il-.  Da/is  un  cfnd/iesrenl  de  V abaque  (i),  ordonné  par  rapport  au.i 
êk'nu'nts  de  une  ou  plusieurs  lignes,  les  coefficients  des  diiv/s  termes  sont 
des  covanescents  de  iabaqu?  réduit  à  ses  autres  lignes. 

Ordoimnns  d'abord  le  covanescent  considéré,  par  rapport  aux  élé- 
iiK'iils  (le  la  première  ligue  par  exemple,  de  manière  à  le  mettre  sous 
la  (orme 

A.rt,-^  n,6,  -(-...-!-  .î,y,, 

A,,  I' J|  "^'  (lépemiaiil  plus  de  «,,  h y',.  Si  l'abaque,  prive  de 

sa  première  ligne,  devient  \anesceut  (par  les  lignes,  l'abaque  tout 
eiuier  l'est  forcément  aussi  l*i  .  Donc  l'expression  ci-dessus  s'évanouit. 
(piels  que  soient  a,,  b,,  . . .,  J,,  d'où  A,  =  B,  =. .  .=  J,  =  o  (3).  D'ail- 
leurs, chacime  de  ces  expressions  est,  comme  le  covanescent  consi- 
dère, linéaire  et  homogène  relativement  aux  éléments  de  l'une  quel- 
concpic  des  m  —  i  dernières  lignes  de  Iabaqu»'. 

En  ordonnant  A,,  B,,  . . .,  J,  par  rapport  aux  éléments  de  la  sec<uidi- 
ligne  (le  l'abaque,  les  coefficients  de  Oj,  b.,,  ....j\.  sont  de  même  des 
(ovanesceuls  de   l'abaque  n  duit  à  ses  ni  —  2  dernières  lignes.  Or  ces 

cocllicients  sont  pr( Cisément  ceux  d<  s  monômes  m  0,^2,  a,C2 

b,a.,,  b,c.,,  . ..  dans  le  covanescent  considéré,  quand  on  l'ordonne  par 
r  apport  aux  éléments  (h  s  deux  premières  lignes. 

On  raisoiuie  de  um'^iuc  dans  tout  autre  cas. 

4-ii.  Quand  le  eovanesrciil  le  /dus  général  il  un  abaque  s'épanouit 
quels  que  soient  ses  paramétres  indéterminés,  l'abaque  est  ra/tescent  .  /*/// 

ses  /des  les  //lus  longues). 
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Nous  reportant  an  paragraphe  précédent,  supposons  qu'il  s'agisse  de 
l'abarpie  (17)  ne  contenant  pas  plus  de  lignes  cpie  de  colonnes  et  se 
réduisant  à  (i5)  par  la  suppression  de  sa  première  ligne. 

Si  (i5)  est  vanescent,  (17)  l'est  aussi  (12),  et  notre  théorème  a  lieu. 

Si  (i5)est  invanescent,  le  système  (3)  est  irréductible  et  a  jjour  file 
générale  de  solutions 

A„,   U„.   C„ .T„, 

coefficients  de  a^,  h^,  c„,  . . .,  j\,  dans  le  covanescent  le  plus  i;cnéral  de 
l'abaque  (17)  (5o),  (3(i). 
Comme  on  a,  par  hypothèse, 

rt,iA„  -I-  ^oB,,  -+-  CoCo  +  . .  .-f-y'oJii  =  <•' 

tontes  les  solutions  du  système  (3)  satisfont  aussi  à  l'équation 

ci,x  -hb„y  -hc„z  -)-... -t-y„r=  o. 

Cette  équation  est  donc  agrégée  à  ce  système  (52),  et  l'abaque  {17)  des 
coefficients  de  toutes  ces  équations  est  vanescent  jiar  les  lignes  (14-). 
Ultérieurement  (54  et  suiv.  in/.),  nous  déduirons  les  files  en  sym- 
jitose  avec  un  abaque  vanescent  donné  de  la  considération  de  son  cova- 
nescent; nous  aurons  ainsi  une  autre  démonstration  de  cette  impor- 
taute  proposition,  qui  achève  de  justifier  le  nom  que  nous  avons  donné 
au  ro\anescent. 

i3.  foui  cova/iescc/it  de  /'abaque  (  1  )  reste  identique  à  lid-rncrne  si  i)tt  le 
ttiidtiplie  par  —  1 ,  après  y  a^oir  transposé  deux  lif^ncs  c/ioisics  arbitraire- 
ment dans  cet  abaque. 

La  transposition  considérée  écjuivaut  évidemment  à  celle  des  indices 
des  deux  lignes  en  question,  dans  les  notations  de  tous  les  termes  du 
covanescent  (les  lettres  restant  immobiles).  Chacjue  terme  se  change 
en  un  autre  dont  la  diagonale  appartient  à  la  classe  opposée  de  la 
même  famille,  mais  qui  ne  peut  faire  partie  du  covanescent  parce  qu'il 
n'a  pas  le  signe  prescrit  par  la  règle  du  n"  40.  La  multiplication  posté- 
rieure par  —  t  le  fait  rentrer  |)armi  ceux  du  covanescent,  en  lui  rendant 
ce  signe,  et  on  aperçoit   facilement  (|ue  la  double  opération  dont   il 
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S  agit  régt'iu'ic,  cpioiqnc  dans   mi   ordre  différent,  tous  les  termes  de 
celte  foiiclioii. 

Comme  conséc[iieiice  de  ceci  :  L/i  dcplacenunt  f/uclcoiif/tir  des  ligna 
(le  l'abaque  '  i  ;  dans  un  de  ses  ccnanescents  ecjukatit  à  la  niulliplicalion 
de  celle  fonction  par  ±:  i ,  selon  qu'il  peut  f-lre  réalisé  par  un  nombre  pair 
ou  impair  (le  Iransposilions  de  deux  lignes. 

ii.  Dans  le  covane,s<ent  général  de  l'ahaque  i  ,  l'ensemble  des 
fermes  qui  dépendent  seulement  des  éléments  de  m  colonnes  données 
ronstitue  le  covanescent  général  de  l'abaque  partiel  formé  par  ces 
m  colonnes;  c'est  ce  qui  résulte  immédiatement  de  rap|)lication  de  la 
légle  du  n"  i()  au  dév(  loppcment  de  ces  deux  covanescenls. 

Ou  eu  couclut.  (pie  le  coitmescenl  général  de  noire  abaque  esl  la 
somme  de  ceux  des  abaques  carrés  formés  par  tous  les  groupes  possibles 
de  m  de  ses  colonnes;  ou  bien  encore,  conune  cliacun  de  ces  cova- 
nescenls partiels  ne  contient  qu'un  paramétre  indéterminé,  puivqu»-  les 
diagonales  d'iui  abaque  carré  ne  constituent  qu'une  seule  famille,  que 
l'on  obtient  encore  ce  covanescent  en  ajoutant,  après  les  acoir  multipliés 
respecliiement  par  autant  de  paramétres  indéterminés  indépendants, 
des  coi'ancscenis  particuliers  non  identiquement  nuls  j  de  tous  ces  abaques 
carrés. 

Nous  allons  doue  nous  oi  ciq)er  plus  speciak-nicnt  de  ces  tlerniers 
qui  sont  très  remarquables,  et  dont  la  considératirin  supplée  à  ( elle  du 
covanesceiU  ç;én(^ral  d'un  abaque  non  carré. 

m.    I.es  leriiies  du  cuvanesceut  général  d'un  aliacpie  carré 

.    b,    c,    ...   g„ 

..     b.     c,     ...    II., 


correspoinlciil  .1  des  diagonales  ne  formant  (pi'nnc  seule  lanullc  :  p.ir 
suite  (iO  .  (Ieii\  (|nelcon{pi<'S  contiennent  conune  facteurs  (les  para- 
métres égau\,  ou  bien  égaux  et  de  signes  contraires,  selon  (pn-  les 
diagonales  correspondantes  appartiennent  à  une  même  classe  ou  a  des 
classes  opposées. 
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En  divisant  donc  ce  covanescent  général  p;ir  le  paramétre  servant  de 
coefficient  à  l'un  de  ses  termes,  il  reste  un  covanescent  parlicnlier 
composé  de  termes  de  la  forme  ±  apb.fC^ . .  ■  g,  et  qui  n'est  pas  nul 
{]uels  que  soient  les  m^  éléments  de  l'abaque,  parce  que  tous  ces 
termes  sont  dissemblables  et  que  leurs  coefficients,  les  mis  égaux 
à  -I-  I,  les  autres  à  —  i ,  ne  sont  pas  nuls.  L'expression  ainsi  définie  est 
susceptible  de  deux  déterminations  égales,  mais  de  signes  contraires, 
selon  la  classe  à  laquelle  se  rattache  le  terme  par  le  coefficient  duquel 
on  a  divisé  le  covanescent  général.  Mais,  en  convenant  de  diviser  tou- 
jours par  le  coefficient  du  terme  en  a,  b.,c.j  .  . .  g,„,  l'ambiguïté  .se  lève, 
et  Ion  obtient  le  covanescent  particulier 

^  =  a,b^c,  ...  g,„±..., 

(pie  l'on  considère  de  préféience,  et  que  l'on  nomme  le  détcrimnanl  de 
l'abaque  carré  (2  ). 

l>e  terme  du  délerminant  mis  en  évidence,  et  dont  chaque  élément 
est  à  l'intersection  d'une  ligne  et  d'une  colonne  de  rangs  égaux,  est 
^X\\  principal,  lui  et  la  diagonale  correspondante  qui,  géométriquement, 
\a  en  ligne  droite  de  l'angle  gauche  snj)érieur  de  l'abatpie  à  l'angle 
l'opposé.  On  note  souvent  ini  déterminant  par  son  abacpie  encadré  à 
droite  et  à  gauche  entre  des  traits  verticaux. 

h'ordre  (')  d'vni  déterminant  est  le  nombre  connnnn  de  se.^  lignes  et 
de  ses  colonnes  ;  le  tléveloppement  d'un  déterminant  d'ordre  m  contient 
ainsi  1.2.3  ...  /«  termes  se  partageant,  suivant  la  disposition  des  in- 
dices relativement;!  ceux  du  terme  principal,  en  deux  classes  d'effectifs 
égaux;  tous  sont  précédés  du  signe  -l-  dans  l'inie,  du  signe  —  dans 
l'autre  (  50). 

45  bis.    L'abaque    ai  étant  carré,   son  iléîci  iiiinanl  est  poui    lui  un 

(')  Ce  mol  s'applique  à  tant  lie  sortes  de  nombres  en  iMalliémaliqiies  qu'un 
autre  serait  bien  préférable.  S'il  était  possible  de  le  changer,  je  proposerais  celui 
(le  hauteur,  par  le(iuel  il  conviendrait  aussi  de  désigner  le  nombre  des  formes 
(linéaires  ou  non)  (|ui  composent  un  même  système.  Le  nombre  des  variables  in- 
dépendantes pourrait  être  appelé  la  largeur  d'une  seule  forme  ou  d'un  svs- 
léme. 
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covancscent,  aussi  l)icii  rclalivementaux  colonnes qu;iii\  lignes  rtihis. 
Il  ;  nn  autre  al)a([iie  eanc,  a\ant  pour  files  de  chaque  nom  celles 
(le  l'autre  nom  dans  Ui  rangées  dans  le  même  ordre,  a  donc  le  même 
covanescent  général  que  cet  abaque  (2),  et  par  suite  le  même  dc- 
lenntnaiU,  |)uis(|uc  les  diagonales  principales  sont  identiques.  Eu 
d'autns  teiMncs,  un  déterminant  reste  idciitifjue  à  lui-même  si  dans 
son  abaque  on  change  les  lignes  en  colonnes  et  inversement,  en  transpo- 
sant chaque  élément  avec  son  symétrique  relativement  à  la  dingonale prin- 
cipale. 

En  conséquence,  on  peut  déduire  aussi  tous  les  termes  d'un  détermi- 
nant de  son  terme  principal,  en  transposant  les  lettres  des  notations  de 
foules  les  manières  possibles,  les  indices  restant  maintenant  immobiles,  et 
en  changeant  le  signe  à  chaque  transposition.  Car,  dan>  chacun  des  deux 
ahaqries  carres  ci-dessus  considérés,  les  lettres  sont  disposées  connue 
les  inilicis  dans  I  autre. 

m.  En  c()inl)iiiatit  les  |ir(i|)riétés  générales  des  covanescenls  il  un 
nhiupie  ciuelcoiupie,  avec  cette  réciprocité  remarquable  entre  les  lignes 
<t  les  colonnes  d'un  déterminant,  on  obtient  celles  de  ces  expressions. 
N0U1  les  énDuroii-.  ci-a[)rés,  eu  renvoyant  aux  numéros  corrispou- 
datits. 

I.  Un  déterminant  d  onlrc  ui  est  une  fonction  homogène  de  degré  m 
par  ntpptrt  à  l'ensemble  de  ses  é!e'm''nts,  c'est  évitlent;  mais  il  est  linéaire 
et  h'i/nogènc  relativement  à  ceur  d  une  mé/ne  Jife  quelconque  considérés 
isolément  [  5  i  bis  ,    io  bis  . 

II.  Si  donc  un  multiplie,  si  l On  iltvi.'te  par  une  nirme  qua/iliti  A  les  élé- 
ments d  une  mrme  /ile  quelconque,  ou  bien  si  l'on  change  tous  hurs  signes 

ce  qui  é  piivaut  à  l:s  multiplier  par  —  \  ,  le  déter/ninanl  est  multiplié  ou 
divisé  par  k.  on  bien  changé  simplement  de  signe. 

Plus  génénilcnent ,  si  l'on  substitue  aux  éléments  de  cette  file  ccu.v  d  une 

file  agrégée  à  q autres  quclconyucs  de  même  longueur,  avec  f:',  k' k'' 

f)our  multipliaileiirs  d'agrégiitio/i,  li  détermin'iiit  A  se  trans/orme  en 

X- A  4-^'A  -|-...-4-X-'''A'»'. 

Joi.rn.  ,!<■  M, il,.  (3'  riirii.\  ton.c  X.  —  Jiulli  iSS\  ^<' 
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A',  A".  . . . ,  A'*'  désigiianl  ce  qu'il  deviendrait,  si  à  lafdc  considérée  on  siih- 

siititait  siiccessH'emenl,  mais  séparément,  chacune  des  rj  autres. 

III.  Pour  qu'un  déterminant  soit  nul.  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les 
valeurs  actuelles  de  ses  éléments  rendent  son  abaque  vanescent  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  que  dans  un  sens  donné  quelconque  il  y  existe  quelque 
file  agrégée  à  ses  parallèles  { 14. 

Le  déterminant  s'annule  quand  son  abaque  est  vanescent,  parce 
qu'il  en  est  un  co vanescent  particulier  ( 45 ),(4o6i,y).  Quand  le  détermi- 
nant s'annule,  le  covanescent  général  s'annule  aussi  (45)  et  l'abaque 
est  vanescent  (4-2\ 

IV.  Un  déternuna/it  n'est  pas  modifié  par  l'addition,  aux  éléments 
d'une  file  donnée  quelconque,  de  ceux  de  mêmes  rangs  dans  une  file  étran- 
gère quelconque  agrégée  à  quelques-unes  des  files  du  déterminant,  paral- 
lèles à  celle  que  l'on  considère. 

Car  cette  opération  revient  (II)  à  ajouter  au  déterminant  ce  qu'il  de- 
vient quand  on  substitue  à  la  file  clioisie  la  file  agrégée  à  ses  parallèles, 
c'est-à-dire  tm  déterminant  nul   III  . 

Toutes  ces  observations  sont  d'une  utilité  continuelle  dans  le  manie- 
ment des  déterminants. 

\ .  Des  transpositions  quelconques  exécutées  sur  les  lignes  d'un  détermi- 
nant et  simultanément  aussi  sur  ses  colonnes  le  hissent  identique  à  lui- 
même,  ou  bien  changent  simplement  son  signe,  selon  que  leur  nombre  total 
est  pair  ou  impair   43). 

47.  Par  rapport  à  ses  éléments  considérés  comme  des  variables  indépen- 
dantes, un  déterminant  est  un  polynôme  premier,  c  est-à-dire  qu  aucun 
autre  polynôme  entier  ne  peut  le  diviser  s'il  ne  se  réduit  à  une  constante  ou 
bien  à  ce  déterminant  lui-même  multiplié  par  quelque  facteur  constant. 

Soient  A  un  déterminant  d'ordre  quelconque  m  et  H,  K  deux  polv- 
nômes  entiers  par  rapport  à  ses  éléments,  dont  il  serait  le  produit. 

Ln  élément  donné  e,  de  A  entre  nécessairement  dans  l'un  des  poly- 
nômes H,  Iv,  dans  H  par  exemple.  H  en  résulte  que  l'autre  fticteur  R  ne 
peut  renfermer  aucun  élément  de  la  colonne  de  A,  à  laquelle  appar- 
tient e,,  car  autrement  ce  détei-miiinnt  ne  serait  |)as  linéaire  et  liomo- 
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Joëlle  par  rapport  aux  éléments  de  cette  colonne     Hi,  1  .  En  d'autres 

termes,  lesélémeiits  e,,  e.. f,,, entrent  tous  dans  H,  et  aucun  d'eux 

dans  I\. 

l'arliiiil  de  la  et  raisonnant  (N-  la  même  manière,  ou  trou\e  (|ue  K  ne 
|)(iil  (iinicnir  non  plus  aucun  des  éléments  de  A  situés  sur  les  ligues 

aux(pieiles  appartiennent  soit  e,,  soit  e., soit  e,„,  c'est-à-dire  aucun 

élénicnt  de  A,  (pie!  qu'il  soit.  Donc  R  se  réduit  à  une  constante  X- et  11 

au  produit  de  A  par  j- 

4-8.  Nous  apj)ellcrons  ^/t7p/-w//i«/(/i' d'iHi  alia(pic  non  carré  A  teu\ 
doi>t  les  abaques  sont  formés  par  tous  les  groupes  imaginables  de  fdes 
les  plus  courtes  de  (A)  prises  en  nombre  m  égal  à  leur  longueur.  Ha- 
bilucllruii'iit  l'ambiguïté  de  cette  définition  résultant  de  ce  que,  pour 
chacpie  déterminant,  l'ordre  de  succession  des  files  n'est  pas  détermine, 
n'a  pas  d'inconvénients.  Sous  le  bénéfice  de  cette  observation,  l'abacpie 

en  question  a  5 deteiimnant^  distincts,  si  n  est  sa 

plus  graiule  dimension,  fin  ajoulnnt  tous  ces  déterntinonls  après  les 
ai'oir  rnullipltés  par  des  pciramèlres  indélerminès  en  même  nombre,  on  ré- 
génère é\idemment  le  coianescent  général  de  l  abaque  considéré   H  . 

iU.  Nous  aurons  aussi  à  considérer  les  delcrmiiiants  des  abarpie^ 
déduils  (le  celui  dont  nous  parlons,  jiar  la  ^llppn•s^i()ll  d'uu  nombre 
(pielcon(|ue  de  files  parallèles. 

.Soient  .\  un  abaque  de  dimensions//^,  //,  et  r/  un  entier  (pielc<iii(pie  ne 
surpassant  ni  m  ni  n.  V.n  y  prenant  arbitrairement  q  lignes  d  q  c<i- 
lonnes  et  rapprocbant  toutes  ces  files  de  manière  a  les  rendre  conli- 
gués,  les  q-  élémenls  appartenant  a  la  fois  aux  unes  et  aux  autres  l'or- 
ment  un  abaque  carré  dont  le  déterminant  ^  abstraction  faite  du  signe 
qui  dépend  de  l'ordre  de  succession  des  files  est  d'ordre  q.  et  se 
nonuue  le  déterminant  mineur  de  l'abaque  pioposé,  relatif  i\n\  q  lignes 
et  aux  q  colonnes  choisies.  Tous  les  déterminants  mineurs  d'ordre  y 
(le  notre  abaque  sont  en  nombre  égal  au  produit  des  nombres 

.  .      nu  III  —  I  )  .  .  .  (  //i  '/  I  j^     "  (  "  !....»/(  </     :     1  . 
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rxpriniaiit  combien  m  et  n  objets  fournissent  respectivement  de  rom- 
l)inaisoiis  q  à  q. 

Si  q  z^  I ,  ces  mineurs  on  nombre  rn/i  se  réduisent  luix  éléments 
mêmes  de  l'abaque  fA)  Si  q  est  égal  à  la  moindre  dimension  de 
l'abaque,  ils  ne  sont  pas  antre  chose  que  les  déterminants  mêmes  de 
cet  abaque,  tels  que  nous  les  avons  définis  ci-dessus,  et  que  par  oppo- 
sition nous  nommerons  majeurs.  Souvent  il  y  a  avantage  à  ne  pas  !<  s 
distinguer  essentiellement  des  mineurs  propremint  dits. 

Pour  bien  concevoir  l'ensemble  de  ces  dé  terminant  s  mineuisd  nrdi-cy 
lie  l'abaque  (A),  et  aussi  pour  donner  de  la  précision  à  certaines  pro- 
j)ositions  les  concernant,  d  Tant  les  placer  dans  les  cases  d'un  nouvel 
abaque  (  A  i^  de  dimensions  iNI,^,  N^,  dont  cbaque  colonne  contient  tous 
ceux  dont  les  éléments  appartiennent  à  q  mêmes  colonnes  de  1  a- 
baque  :  A  ,  et  dans  une  même  ligne  tous  ceux  qui  proviennent  ainsi 
de  q  mêmes  lignes  de  <;et  abaque. 

H  faut  en  outre,  dans  une  même  colonne  de  l'abaque  A),,  écrire 
les  colonnes  des  déterminants  mineurs  d'une  manière,  arbitraire  d'ail- 
leurs, mais  (elle,  que  celles  d'un  même  rang  quelconque  dans  tous  ne 
soient  composées  que  d'éléments  emprimtés  à  une  même  colonne  de 
l'abaque  (A).  Et  la  même  règle  doit  être  suivie  relativement  aux  lignes 
de  l'abaque  \],  pour  l'airangement  des  lignes  dans  les  déterminants 
nnneurs  appartenant  à  une  même  ligne  de  l'abaque  (A),^.  Cet  abaque(A;, 
ainsi  construit  sera  ce  que  nous  nommerons  \  abaque  des  nnneurs 
d'ordre  q  de  l abaque  propose . 

.'iO.  i'.iilre  le  delerniinant  d'ini  al^upie  carré  et  certains  de  ses  mi- 
neurs, connue  aussi  entre  ces  derniers  seidement,  il  exist(>  des  rela- 
lions  importantes  ilont  nous  allons  parler. 

Soit  c?' un  déterminant  mineur  d'ordre  (7  d'un  déterminant  donné  d'or- 
dre;//, c'est-à-dire  de  son  al)aque;  on  nomme  mineur  comptémenlaiie 
de  ')'  le  nuneur  'fî  d'ordre//^  -f/  du  même  abaque,  relatif  -il)  aux  m  —q 
lignes  et  w  —  q  colonnes  auxquelles  V  ne  l'est  pas,  ce  nouveau  déter- 
minant ''î  ayant  ses  diverses  files  écrites  dans  \\\\  ordre  convenable  qui 
sera  réglé  dans  un  instant.  Il  est  clair  qu'il  v  a  réciprocité,  c'est-à-dire 
(pi(^  î)'  e.-t  inversement  le  mineur  complémentaire  de  '0^. 

.\l)rès  avoir  consli'uit,  connue  nous  l'avons  expliqué  ci-dessus    iî)  . 
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l'abaqiie  des  miiuMirs  d'ordre  q  du  délermiiianf  pifjposé,  nous  dis|if)- 
seroiis  leurs  coniplémciilaires  dans  les  cases  seiublalileiueiit  placées 
d  un    ti<)n\(l   al)ai|iie   de  même   dimension.  (]ela  posé,   f)ri  a  ee  tlieo- 


Soient  O  =  ^'i^LZLLL-  ■i'^^î+J  ' , 
*■  I.  a.  .  .7 


puis 


3) 


cl 


V  » 


l'dhdqiie  fies  mineurs  d'ordre  y  du  drlenniniint  /iroposé  A  el  celui  de  leurs 
roniph'nienidires  conveiialdenu-nt  écrits.  En  indnisunt  l  une  fxir  Vautre  '2 
deux  files  de  même  nom  dans  ces  deux  abaques,   on  reproduit  A  <>u  on 
trome  zéro,  selon  que  les  ranf(s  occupés  respeeti\ement  par  les  files  consi- 
dérées dans  Icu/s  al/aques  sont  é^aux  ou  inéi^uii  r. 
l'ar  e\em|)le,  on  a  pour  les  lijjnes 

5i  S/S,  -h...-(-ô'/ô,  -f-...^T,'r,  =^  A. 

<>  •  ^',  'S,-  -1-  .  .  .  -(-  $\  'Oi  -*--...     r-    T,  'r,      -   O. 

el  inèuie  eliose  pour  les  eolotuies. 

Le  déterminant  A  est  évidenunent  un  eovanesceot  de  I  aliKpic  forme 
|>ar  (pi(I(pies  luies  seulement  de  ses  lignes,  en  partieidier  de  eelui  dont 
'^,.  .  J T,  sont  les  déterminants  niajenrs.  On  a  doue  identi- 
quement    i8  I 


(i  In 


^55, -f-..  .-h  <f,0',- 
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Ç,  ....  y,  ....  w  ne  dépendatit  pas  des  éléments  des  9  lignes  considérées 
dans  A.  Dans  ces  q  lignes,  rédnisons  maintenant  à  i  les  élénients  qui 
forment  la  diagonale  principale  de  ?5',  et  à  zéro  tous  les  autres;  on  voit 
immédiatement  que  (\,  se  réduit  à  1,  tous  les  autres  mineurs  de  la  pre- 
mière ligne  de  l'abaque  (3)  à  zéro;  puis,  par  une  vérification  facile, 
(|ue  A  devient,  au  signe  près,  le  mineur  complémentaire'^,  de  <5',,  le! 
(|iu'  nous  l'avons  défini  jusqu'à  présent. 
La  relation  |)récédcnle  devient  donc 

±'Î5,  =  Ç.I, 
d'où 

cl  de  même 

^lais  on  aura 

Ç='S,,      ...,      (jp  ='(;,,      ...,     Br  =  'T, 

si,  après  avoir  disposé  les  lignes  des  mineurs  de  la  première  ligne  de 
l'abacpie  ['\  )  de  manière  que  celles  d'un  même  rang  quelconque  soient 
toujours  des  fragments  d'une  même  ligne  de  A,  on  remanie  les  colonnes 
de  ces  mineurs  de  manière  à  leur  donner  des  signes  convenables.  Cette 
précaution  avant  été  prise,  ce  que  nous  supposerons  désormais,  l'éga- 
lité (G  iw^  se  transformera  bien  dans  la  relation  (5)  par  la  substitution 
de  (5,,  ...,  '(3,,  ...,'-,  à  ^.  ....  î),  ...,  3r  respectivement. 

Exécutons  maintenant  sur  les  lignes  de  A  des  transpositions  de  na- 
ture à  changer  (5, ,  .  . . ,  5 , ,  . . . ,  t,  en  }>■,  . . .,  B'-,  .  . .,  ■:'■  respectivement,  et 

nommons '(\,    . .,  '5,,  . . .,  t,  ce  que  deviennent  alors '§ ,  '5,,  ...,-,, 

ou  — '<>, — '5,,  ...,  — '",,  suivant  que  ces  transpositions  lais- 
sent ou  non  invariable  le  signe  de  A  (iG,  V).  Il  est  évident  que  ces 
expressions  sont  les  mineurs  complémentaires  de  la  i"""^  ligne  de 
l'abaque  (3),  et  que,  si  ce  sont  elles  que  l'on  a  inscrites  dans  les  cases 
de  la  i'^"*  ligne  de  l'abaque  (4),  l'identité  (5    donnera  bien 

^/^i  +  ...-)-  0]'0i  + . . .  -+-  T- 't,-  =  A, 

c'est-à-dire  Tidentifé  correspondante  pour  les  /'""'*  lignes  des  aba- 
ques (3) et (4) 
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(ionsitiérons  actuellrnient  le  premitr  membre  île  la  relation  0',: 
d'après  ce  qui  précède,  cette  expression  est  égale  à  un  certain  déter- 
minant V  d'ordre  m  ayant  pour  lignes  celles  du  déterminant  proposé  A, 
dont  des  fragments  ont  servi  à  former  les  lignes  tant  des  mi- 
neurs <^|.  ....  0\ T,  (pie  de  '(5, 'dj,  . . .,  't,.  Mais  il  est  évident 

que  deux  au  moins  de  ces  lignes  sont  identiques;  on  a  donc  V  =  o 
(Ht,  III),  ce  qui  prouve  l'exactitude  de  toutes  les  relations  analogues 

H   (G). 

Les  mineurs  de  la  picinière  colonne  de  l'abaque  (  clanl  resjjfcti- 
venient  les  complémentaires  de  ceux  de  la  première  colonne  de  l'a- 
baque (3),  lesquels  sont  relatifs  à  quelcpie  groupe  de  q  files  parallèles 
de  A,  il  est  certain,  en  conformité  de  ce  que  nous  venons  de  voir,  et 
en  ayant  égard  à  la  réciprocité  des  lignes  et  des  colonnes  4o  bis ,. 
([u'cn  clioisissant  convenablement  les  signes  dans  l'expression 

=tS5;'J5,  ±...d=  K.%d=...±  y^'^, 

elle  se  réduit  à  A.  M.iis  il  <st  évident  qu'il  faut  prendre  partout  li 
signe  -+-,  car  l'enscud)!*'  des  identités  analogues  à  (  ji  )  qui  \iennent 
d'être  établies  pour  les  lignes  montrent  que  les  termes  des  développe- 
ments de  -<-?5|''5, -l-'\'^,.  •■•.  -+- '^y '\    a|)partieniient    tous  à   A: 

d'ailleurs,  étant  dissemblables,  ils  ne  peuvent  se  réduire.  Cette  re- 
marque |)rou\e  l'exactitude  des  relations  du  genre  de  5),  mais  rela- 
tives à  deux  colonnes  semblablement  placées  dans  nos  abatpies,  rela- 
tions d'oii  l'on  déduit  immédiatement  les  identités  du  genre  tie  (G 
|)(>ur  deux  colonnes  placées  tIe  manières  différentes  dans  les  mêmes 
aba([iics 

On  |)i'nl  lorniiilcr  Iri^  siinj)lcmciil  la  dernière  partie  de  celte  propo- 
sition en  disant  que  deux  /iUs  île  même  nom.  mais  de  rangs  inégaua- 
flans  les  abaques  (3),  (!\),  sont  toujours  en  symptose     10  . 

Une  règle  très  simple  in<lique  conniient  il  faut  écrire  les  élément^ 
des  mineui's  cnmpli'meiitaires  'i^ '0 t,  |1(iui'  f|ii<'  la  rela- 
tion \  ail  lieu  :  aprc-.  axoii"  consliuit  rabaf|ue  de  l'un  d'eux  S,,  par 
«•xemple,  de  manière  que  les  tnines  du  développement  de  rex|)res- 
sion  J5,'S,  soient  précèdes  des  signes  (|u"ils  doivent  avoir  dans  celui  dt' 
A,  on  exéciilira  llan^  <  elle  expiissum  hiutcs  les  p(  rniulatinMs  des  co- 
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loones  (le  A  qui  peuvent  changer  les  colonnes  de  h\  en  celles  de  .... 
0\,  ..  ..  t\  lespectivemenl  ;  puis,  pour  ...,  '0,,  ...,  '?>,,  on  pi-endra  ce 
en  quoi  ces  permutations  changent  'c?,,  chaque  résidtat  ctanl  ensuite 
multiplié  par  +  i  ou  —  i,  selon  la  parité  ou  l'imparité  du  nombre  des 
transpositions  équivalentes  à  la  pernuUalion  correspondante. 

ol .  Chacune  des  formules  (  S  )  et  des  formules  analogues  pour  les  co- 
lonnes opère  une  transformation  de  A  rpie  l'on  peut  nonmier  son  ordi- 
nation par  rappoi't  à  ceux  de  ses  mineiu's  iormant  soit  (piek|ue  (île  de 
l'abaque  (3),  soit  cella  de  mêmes  nom  et  rang  dans  (4).  On  peut  aller 
plus  loin,  et  décomposer  A  en  une  somme  dont  chaque  teime  a  pour 
facteurs  non  plus  deux,  mais  k  déterminants  d'ordres  9, ,  ^o»  ■  ■  ■■,  Çk  <^le 
somme  égale  à  m,  dans  deux  quelconques  desquels  ne  se  trouvent  pas 
respectivement  deux  éléments  appartenant  à  un  même  fde  de  A. 

On  construit  arbitrairement  un  de  ces  produits  de  k  mineurs,  en  pre- 
nant garde  seulement  que  son  développement  donne  des  termes  pré- 
cédés de  signes  cpi'ils  ont  dans  A;  les  autres  produits  se  tirent  tous  de 
ce  premier  par  des  permutalions,  soit  des  lignes,  soit  des  colonnes  de  A, 
accompagnées  de  multiplications  par  +  i  on  —  i  réglées  connue  à  la  fin 
du  numér'o  précédent.  Le  développement  de  chaque  produit  donne 

q,\  g,\  ..q,\ 

1                                1                                11"*! 
termes  de  A;   connue  ils  sont  au  iK)mure  de  — ; , ,1  marquant 

q,\  qj   ...   (/A.!  1 

condjien  il  \  a  de  manièrc^s  de  répartir  ni  objets  en  k  groupes  en  conte- 
nant respecti\ement  (/,,  q., q/,,  on   retrouve  bien  au  total  les  ml 

termes  de  A. 

Si,  avant  d'effectuer  cette  décomposition,  on  avait  réduit  A  à  zéro 
en  y  rendant  identiques  quelques  files  parallèles,  on  trouverait  de 
nouvelles  identités  analogues  à  (G). 

En  j)renant  k  ^  m,  q,=z  q.,= . .  =  y,^  =  1 ,  on  réalise  la  plus  com- 
plète de  ces  décompositions,  car  les  divers  produits  ci-dessus  formasse 
réduisent  aux  termes  élémentaires  du  déterminant. 

Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  ces  dernières  considérations  qui, 
justpi'a  présent,  sont  à  peu  près  inusitées. 

52.    Le  cas  particulier  le  plus  intéressant  du  théorème  ci-tlessns  est 
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(•('lui  où  (/,  (Jidre  des  mineurs  de  l'aI)Hf|ue  {'î),  se  léduis.tnt  ;i  i.  ces 
niiiieurs  sont  les  éléments  mêmes 

(I,  h  y  C,  ...        i,',, 

1  a.,    /-»..   c.    ...  ff.. 


a,„   l>,„  c,„   . . .    £'„ 


du  (h'-lerminant  proposé  A  d'ordre/».  Les  mineins  complémentaires, 
éléments  de  l'abaque  (4),  sont  alors  d'ordre  m  —  i ,  et  nous  les  dési- 
tjncrons  respccti\('mcnt  p:\r 

A,    11,    C,    ...   G,, 

(  A,„  n,„  c:„,  . . .  (;,„. 

La  formule  (  ')  )  donne  pour  le  (letermnianl  A  ori/on/ic  /Hirici/i/xj/l  uin 
vlcments  de  sa  premicrc  l\u;ne 

(9)  A  =  A,rt,  -h  l',,/;,-4-(:,c, +...-h(;,n',. 

et  des  représentations  semhlahles  r('iati\('m('nl  à  toute  autic  lile  cpic 
celle-ci. 

Les  identités  de  ce  «^enre  ramén»  iit  ainsi  le  développement  du  deler- 
minanl  A  d'oidrcA;;.  à  ceux  de  m  déterminants  d'ordre//;  —  i  .seulement, 
tels  (pie  \|,  l'.|.  C',|,  .  ..,  G,;  à  leur  tour,  ceux-ci  peuvent  être  semhla- 
hlement  décomposés,  et  ainsi  de  suite. 

Les  (ornuiles  (G)  en  donnent  ilu  type 

lo  .^lO,  ■+-  IJi  />,-f-  G,c,  +. . .  -f-  G,  ir,  =  o. 

I  nxlice  /  n'elant  pas    -  i .  et  du  l\  |)e 


(II)  .\ , /•,  -^  .\.j/j  +  ...-(-  A„,/-„ 

J'jiiiii.  ilc  Math.  (  3' SL-rii- ;,  tome  \.  -  JiULt.T  i8S',. 
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la  IcUrc  /  c'iaiit  ditïéreate  de  a.  Toutes  ces  relations  sont  très  cin- 
ployées;  en  partieulier,  elles  permettent  d'achever  la  solution  de  plu- 
sieurs problèmes  que  nous  avons  déjà  ébauchés  et  auxcpicls  nous 
allons  revenir. 

55.  Ileconnaîlrc  si  un  (ilxiquc  donne  est  ranescent  ou  imancsccnt  par 
SCS  files  les  plus  longues. 

Il  résulte  iiinnédialement  des  n"*  i8,  42  que  le  premier  cas  a  lieu, 
ou  le  second,  suivant  que  les  déterminants  majeurs  de  l'abaque  sont  ou 
non  tous  nuls. 

54.  Réduire  par  les  lignes  Vahaque  (i)  de  dimensions  queleonques. 
Formons  (49)  les  abacpies  des  déterminants  mineurs  d'ordres  i ,  a, 

3,  ...  de  l'aljaque  considéré,  et  soit  q"^ni  et<n)  l'ordre  le  plus  élevé 
de  ceux  dans  lesquels  il  se  trouve  cjuelque  déterminant  mineiu-  non 
nul.  Si  le  nombre  q  n'exi.ste  pas,  tous  les  éléments  de  l'abaque  sont 
nuls,  et  il  n'y  a  pas  lieu  de  le  réduire.  Si  (7  =  m,  les  déterminants  pro- 
prement dits  de  l'abaque  ne  sont  pas  tous  nuls,  et  il  est  invanescent  par 
ses  files  les  |)lus  longues  (4'8)j  (42)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  irré- 
ductible parles  lignes. 

Stqiposons  donc  o  <<  ^  <<  m,  et  admettons,  pour  fixer  les  idées,  que 
les  q  premières  lignes  de  l'abaque  aient  fourni  des  éléments  à  (luelcnie 
déterminant  mineur  non  nul  d'ordre  q.  I.'abacpie  partiel  formé  par  ces 
q  lignes  est  invanescent,  parce  que  le  mineur  dont  il  s'agit  fait  partie 
de  ses  déterminants  majeurs,  et  cpi'ainsi  ces  derniers  ne  sont  pas  tous 
nuls.  Mais  chacune  des  ni  —  q  autres  lignes  est  agrégée  à  cet  abaque 
partiel  invanescent,  parce  cjue,  en  la  lui  adjoignant,  on  obtient  un 
aba(|ue  dont  les  déterminants  majeurs  sont  des  mineurs  d'ordre  q  ~r  i 
du  proposé,  et  partant  tous  nuls  (48),  (42),  (14). 

Les  q  lignes  considérées  forment  donc  un  abaque  inxanescent  et 
équivalent  par  les  lignes  au  proposé. 

On  opérerait  de  même  s'il  s'agissait  des  colonnes. 

55.  Reconnu// re  si  lu  lig/ie 
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est  a^n'<^L'<'  à  celles  de  rahatjue  [\  i  supposé  imancsceiil  pur  les  H i^nes.  ei. 
le  eus  éeliènnl,  troincr  les  èléineiUs de  lu  Jile  d'ui^ré^utiou. 

Si  m  =■  n,  il  y  a  toujours  agirgation  (14),  '\.*1  \  si  //K^/i.  v\U-  a 
lieu  ou  lion,  selon  quf  l'abaqu*;  (  i]  accru  tie  la  iit;Mf  12  est  \anoscfnl 
ou  invanesccnt  par  les  lignes,  c'est-à-dire  que  les  (iélenuiiiaiils  di'  cet 
abaque  de  m  -+-  i  lignes  sont  lous  nuls  ou  non. 

L'agrégation  avant  lieu  dans  le  cas  de  //i  <i  n,  supposons  cpic  le  dé- 
terminant A  des  w  premières  colonnes  de  rabaf|ue  (i^  soit  de  ceiivipu 
n<'  sont  pas  nuls.  On  peut  considérer  A  connne  le  mineur  complémen- 
taire de  l'élément  /i  dans  le  déterminant  des  ///  —  1  premières  col(>nne> 
de  l'abaque  de  //?  -+-  i  lignes;  soieni  A,,  A.,  ....  A,„  ceux  des  élemeiil-, 
//,,  /<.,  ...,  //,„  dans  le  même  délermiiinnt  d  «ndre ///  -r  1. 

(_)n  a  les  n  —  //i  relations 

A//  -f-  A./^-h  A.,//.-l-...-l- A,„//,„=  o, 


li  -i-  A,/|   -+■  A.j/'j  -1-. .  .4-  A,„/„,  =  o. 
^J  ~  -^.y I  +  ^J^  -f-  • .  ■  -i-  A,„/„,  =  o, 

parce  (pie  lems  premiers  nuMubres  reproduisent  ceux  des  tlélermi- 
nanls  de  1  abaepic  de  />i  -+-  1  lignes,  qui  contiennent  ses  ///  premières 
colonnes  (52).  Les  l'onnules  du  type  (li  ;,  appliquées  au  détermin.nil 
d'ordre'  //i  -'■-  1   cpie  nous  consitlérous,  donnent,  en  outre. 

A« -)- A,  r/, -I- A.a. -r-   .  .-i- A,„rt,„  =^  o. 
A/0  -(-  A,  A,  ^  \Jj., -¥-... -T-  \„h,„  =  «», 


Air  +  A,  i,",  +  A, ^,  -(-...+  A,„-,„=  o. 

D'apirs  ces  n  —  m  -r-  m  ^^  ri  relations,  la  file  d'agrégation  clieiciiec 
■si  i>vi(lcmmeiil 

A,      _  Aï  _  A,,, 

~  T'   "  T A  ' 

()ii, 111(1  ///        n.  on  troiixera   la  même  (ile  en  a|ipclaiil  A.  A, A„, 
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les  iiiiiiciirs  coiiiph  lueiitaires  des  éléments  d'une  coioiiiu'  \;uic.seenle 
adjoinlc  à  l'idjiKitie  de  m  -t-  i  lii^nes,  dans  le  déterminant  nni(|M('  de 
cet  abaque. 

(]ctte  méthode  ne  diKére  pas,  au  fond,  de  celle  qui  consisterait  à  ré- 
soudre direclenuMit  les  ni  équations  linéaires  non  homogènes  à  m  in- 
connues, dont  l(>s  lignes  des  coc^lficients  seraient  les  m  premières  co- 
ioiuies  de  notre  ahaque  de  m  4-  i  lignes  ((>l  //(/.). 

o(>.  Si  ral)a(|ue(ij  aj)pailicnt  a  lui  sxstenie  de  m  formes  linéaires 
à  n  variables,  rapj)lication  à  ses  lignes  de  ce  qui  jirécede  fournit  la 
solution  des  questions  suivantes  : 

Réduire  le  système  dont  il  s'agit;  le  <jui  fera  reconnaître  eu  j);nlicu- 
liers'il  est  ou  non  ii'réductible. 

Reconnaître  si  une  /orme  donnée  est  agrégée  ou  non  à  un  système  irrè- 
durldde  donné,  cl .  dans  le  pretmerrus,  trouver  les  éléments  de  la  file  d'agré- 
gation. 

Ces  solutions  conduisent  ainsi  à  la  considération  des  déterminants 
de  l'abaque  du  système;  nous  les  nommerons  les  déterminants  (ma- 
jeurs ou  mineurs)  du  système,  dans  le  cas  de  beaucoiq)  le  |)Ius  iin|)()r- 
tant  où  m  ne  surpasse  pas  n. 

Pour  distinguer  entre  eux  les  déterminants  majeurs,  il  suffit  d'indi- 
quer, dans  l'ordre  voulu,  les  m  variables  du  système  dont  les  coeffi- 
cients constituent  les  colonnes  de  chacun  d'eux;  par  exemple,  le  dé- 
terminant des  m  premières  colonnes  de  l'abaque  (i)  est  celui  du  svstème 
pris  par  rapport  à  l'arrangement  m  à  m,xyz  ...s,  des  n  variables  indépen- 
dantes. Relativement  au  système,  ces  déterminants  jouent  des  rôles 
identitjues  à  celui  des  coefficients  dans  nue  simple  forme.  Les  mineurs 
d'ordre  g  s'introduisent  habituellement  dans  les  cpiestions  oii  il  y  a  à 
considérer  soit  q  des  formes  données  sépai'ément,  soit  sinudtanément 
avec  le  .système  donné,  quelque  autre  système  de  y  forme  seulement. 

^7.  J)ans  le  n"  3j  du  paragi'aphe  |irécédent  auquel  nous  nous 
reporterons  jusf[u'à  la  fin  de  celui-ci,  nous  avons  déduit  de  la  con- 
sidération d'un  covanescent  de  l'abaque  carré  (j8)  un  système  de 
formes  en  réduction  apparente  équivalent  au  système  irréductible  des 
premiers  nuMubres  des   é([uations  (?>).  11   est  composé  des  premiers 
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iiiculhres  des  (■cjualioiis  (22  ,  (2'ij,  etc.  Rien  n'empcclie  de  prendre, 
pour  le  covaiieseeiil,  le  déterminant  même  de  cet  ahaqne.  Il  est  évident 
alors  que  (abc.  .  .g\,  coefficient  commun  des  variables  x,y,  z,  .  .  ,  l 
respectivement,  dans  les  formes  du  second  système,  est  égal  au  iléter- 
minanl  du  proposé  pris  par  rapport  à  ces  variables.  Quant  au  coilfi- 
cient  i  Ithc . .  .  g)  d'une  variable  non  saillante,  t  par  exemple,  dans 
la  première  forme  du  second  svstème,  il  est  égal  à  celui  des  détermi- 
nants du  système  proposé,  dans  lecpiel  {abc... g)  se  change  par  la 
substitution  de //,, /<_,,  ...,//,„,  coefficients  de  /,  àa,,ff2 a„,  coeffi- 
cients (le  .r,  c'est-à-dire  de  la  variable  saillante  r[ui  a  un  coeflicient 
diffei-ent  de  zéro  dans  la  forme  oii  Ion  cherche  li;  nouveau  coefficient 
de  7.  Cette  remarque  permit  décrire  immédiatement  tout  systi-mi- <'u 
réduction  apj»arente  ecpiivalent  au  svstème  considéré. 

I,'al)a(pie  d'agrégation  ((>)  du  svstème  des  premiers  membres  dc'. 
eipialious  I  22),  etc  ,  au  système  |irinnlif,  est 

A,     11,    c,     ...    (;,, 

A,      \V,      c,       ...      (".,, 

A,„   H,„   ('.,„    ...    (;„„ 

al)af|ue  des  mineurs  complémentaires  des  éléments  du  détermiuaul 
(abc... g),  ce  rpii  résulte  de  ce  qui  a  été  vu  tant  au  numéro  cité 
cpi'au  II"  '»">. 

Quant  à  l'abaque  d'agrégation  du  svstème  primitif  à  l'autre,  il  s'ob- 
tient évid<'mment  en  divisant  par  le  déterminant  [abc. ..g]  tous  les 
cIcMiciits  de  sou  projire  abaque  dans  lequel  on  a  changé  les  lignes  en 
cdIouiics  et  les  colonnes  en  lignes    *1*1  . 

08.  Dans  un  s\stème  donne  de/// lormes  linéaires,  nous  ap|)elli'rons 
conligus  par  /// —  i  colonnes  données  deux  délerminants  dont  les  aba- 
cpies  contiennent  chacun  les  m  —  1  colonnes  dont  il  s'agit.  Cela  pose, 
les  remarques  .suivantes  aident  à  la  conce|)tion  de  la  structure  des  sys- 
tèmes en  réduction  apparente  é(piivalents  à  un  système  irréductible  de 
/;/  formes.  T.es  variables  saillantes  .r.  y,  z,  . . .,  s  constituent  lui  grnu|)<' 
(Ir  ///  ciioisies  arbitraircniciil  p.u'ini  tDiitcs,  ^ous  la  setih'  cniulitiim  (pic 
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[a^yz  . . .  s),  (létcrniinaiit  de  leurs  cocffirit'nts,  ne  soit  |)as  nul.  Dans 
chaque  forme,  les  variables  saillantes  ont  j^om-  coefficients,  lune 
{xyz...s),  les  m — i  autres  zéio,  et  les  variables  non  saillantes, 
tous  les  déterminants  contigus  à  celui-ci  par  les  colonnes  des  coeffi- 
cients de  ces  m  —  i  dernières  variables  saillantes.  Dans  deux  formes 
différentes,  une  même  variable  non  saillante  a  pour  coefficients  des  dé- 
terminants contigus.  Enfin  l'ensemble  des  coefficients  de  ces  formes 
comprend  le  déterminant  (^a-yz...s)  et  tous  ceux  qui  lui  sont  con- 
tigus par  quelque  groupe  de/;?  —  i  colonnes. 

59.  Que  le  syslème  considère  soil  ou  non  irréductible,  une  forme  con- 
struite comme 

[xyz  . . .  5  !.r  +  o .  v  +  o .  r.  + .  . .  -+-  o  . .y 

-+-  [lyz . .  .s)t  +. . .-+-  [uyz  . .  .s jU  -t-  (yyz . .  .s)v 

ai'ec  un  quelconque  de  ses  déterminants  {xyz...s)  et  tous  ses  conti- 
gus par  m  —  I  mêmes  colonnes  est  agrégée  à  ce  système.  Car,  si  tous  les 
coefficients  de  cette  forme  sont  nuls,  elle  est  agrégée  à  telles  autres 
que  l'on  voudra  Si  l'un  d'eux  [tyz...s)  ne  l'est  pas,  cas  auquel  le 
svstème  considéré  est  irréductible,  cette  forme  appartient  au  svstème 
en  réduction  apparente  équivalent  au  proposé,  qui  a  /,  r,  ;,  . . .,  s  pour 
\ariables  saillantes. 

(>0.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  (î>7),  à  propos  de  la 
transformation  d'un  système  irréductible  de  formes  linéaires  en  un  autre 
équivalent,  mais  en  réduction  apparente,  on  peut  supposer  relative- 
ment aux  formules  (  2'i  )  qui  fournissent  toutes  les  files  de  solutions 
des  équations  homogènes  (3),  que  les  pai'amètres  indéterminés 
7,  . . .,  u,  y  ont  pour  coefficients,  dans  les  n  —  m  dernières,  un  détermi- 
nant non  nul  îles  premiers  membres,  et  dans  les  m  autres,  ses  contigus 
qui  se  rattachent  à  lui  par  une  loi  évidente. 

On  peut,  bien  entendu  (55),  obtenir  également  les  mêmes  solu- 
tions en  prenant  les  coefficients  de  rt„,  io.Co.  •••'70  f'^ns  le  covanes- 
cent  général  de  l'abaque  (17)  dont  nous  connaissons  maintenant  le 
développement  (  iO)  (i8\  En  opeiaiil  ainsi,  on  a  cet  avantage  de  les 
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avoir  sous  des  f'oiines  où  tous  les  déterminants  des  premiers  n)enil)res 
fii^iirent  delà  même  manière,  sansdistinction  entre  een\  (jiii  sont  nuls 
et  eeux  f|ui  ne  le  sont  pas.  Mais  il  y  a  aussi  un  ineonvenient  :  tandis 
(pie  les  lorniules  (24  renferment  le  nombre  minimnin  //  -  m  de  para- 
mètres intléterminés  et  doinient  une  fois  seulement  51)  ehatpie  file 
de  solutions,  les  autres,  dont  nous  rappelons  lexistenee,  coiiliennenl 

n{n  —  \)...(n  —  ni)  pj^^niètres,  et  fournissent  i)liis  d'une  fois  ciiaciuc 

I .  •? .  3 . . .  (/"  -(-  I  )      ' 
file  de  solutions. 

Il  serait  extrêmement  facile  de  prouver  cpie,  dans  ees  dernières  for- 
mules, la  simple  suppression  de  certains  termes  les  fait  coïncider  ali- 
solumenl  avec  les  formules  (2/1)  sans  diminuer,  bien  entendu,  leur 
"ènèralité,  ce  cpù  rendrait  tout  à  fait  directe  la  voie  suivie  pour  arriver 
à  celles-ci.  ÎNIais.  pour  ahréi^er,  je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  faire  le 
raisonnement. 

(Jl.  Les  formules  (u'ij  écrites  avec  des  déterminants  et  applupiees 
a  la  résolution  des  étiual ions  homogènes  (i  3)  procurent  immédiate- 
nieiit  celle  du  .système  non  homogène  (12)  (piand  il  est  irréductible 
et  possible,  l'.u  les  supposant  résulter  d'une  résolution  par  rapport  a 
.1.  V,  r,  .....V,  rinconnueir  est  représentée  par  le  |)roduitdudéterminant 
\aJ)c   . .  gj  et  d'un  certain  paramètre  y;  pour  la  réduire  à  1 .  il  faul  donc 

noser  pariout  (1;  =  — T-' :-  ce  (uii   introduit    le  dixisenr    ahr  ..  .  s 

I  I  T        {abc... g) 

dans  les  e\|)ressions  de  ;r,y,  s,  .  . . ,  5. 

(hiaïul  n    -  I»,  h's  inconnues  ont  pour  valeurs 

{kbc.g)  _        (ala-...g)^  j_       (nhc.k^ 

■^'-^~  {nbc...;:V     •^'  (abc.w)^      ""  (abc...i'\' 

ce  sont  les  célèbres  l'oiinules  de  Cramer  (pu  ont  ete  le  point  de  deparl 
<le  toute  la  théorie  (pie  nous  exposons. 

(»*2.    1,11  thèse  i^enérale. lomine  c/imi/Ktlio'i  ilc  y  inconnues  mire 

m  c'/ualions  simultanées  f/ucleoni/ues  données  l'opération  consistant  a 
i'onner  une  ou  pliisietus  é([uations  jouissant  ih'  la  double  pro|irièlé: 
1"  de  ne  nltis  reiifeiiiier  les  v  iiieoimues  dmil   il  s'agit;  2"  d'être  salis- 
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faites  |)oiir  toutes  les  valeurs  des  autres  inconuues  qui  appartienneut  a 
des  nies  de  solutions  des  équations  proposées,  sans  toutefois  être  iden- 
tiques, c'est-à-dire  sans  pouvoir  être  satisfaites  par  toutes  les  valeurs 
imaginables  de  ces  mêmes  inconnues  (sauf  l'existence  fortuite  de  rela- 
tions spéciales  entre  les  coefficients  des  équations  proposées). 

Quand  il  s'agit  d'équations  linéaires  telles  que  (12),  la  j^roposition 
suivante  renferme  à  peu  près  tout  ce  qu'il  est  utile  de  sa\oir  pour  ce 
cas. 

On  jH'iit  toiijoufs  c/imi/ier  v  inconnues  dont  les  coefficients  forment  un 
(ihaque  vanescent  par  les  lignes,  de  manière  que  la  ou  les  équations  résul- 
tantes restent  linéaires  par  rapport  aux  n  —  v  inconnues  non  éliminées. 

II  suffit  évidemment,  pour  cela,  d'induire  les  équations  proposées 

par  luie  file  invanescente  de  m  éléments  /, ,  ).,„  en   svinjitose  par 

les  colonnes  avec  l'abaque  des  coefficients  des  inconnues  à  éliminer. 
L'équation  résultante  ne  les  contient  plus,  et,  comme  elle  est  agrégée 
aux  proposées,  elle  en  admet  néanmoins  toutes  les  solutions  34,  1). 
D'ailleurs,  elle  n'est  pas  identique,  du  moins  en  général;  car  autre- 
ment les  n  —  V  +  I  autres  coefficients  s'v  évanouiraient  aussi,  et 
l'abaque  des  équations  proposées  serait  vanescent  par  les  lignes,  ce 
(pii  exigerait  entre  ses  éléments  l'existence  de  relations  spéciales  qui 
ne  sont  pas  supposées  avoir  lieu 

Les  multiplicateurs  a,,  ),^,  ...,  "/.,„  dépendent  d'équations  linéaires 
simultanées  que  nous  sa^  ons  résoudre.  Rien  ne  s'oppose  à  ce  que  1  oii 
puisse  trouver  pour  eux  plusieurs  systèmes  de  valeurs  conduisant  en- 
core à  plusiein-s  autres  équations  résidtantes  et  formant  un  svstème 
irréductible;  dans  ce  cas,  on  peut  éliminer  de  plusieurs  manières 
lesv  inconnues  en  question.  Mais  tout  dépend  de  circonstances  parti- 
culières dont  il  est  sans  intérêt  de  faire  ici  l'étude  détaillée. 

.Si  V  <^  m,  le  tableau  des  coefficients  des  v  inconnues  quelconques 
du  système  (12)  ne  peut  être  réduit  par  les  lignes  :  entre  m  équations 
linéaires  on  peut  donc  toujours  éliminer  des  inconnues  en  nombre  quel- 
conque inférieur  à  m,  et  obtenir  ainsi  une  ou  plusieurs  équations  résul- 
tantes linéaires  par  rapport  aux  inconnues  non  éliminées. 

Nous  avons  fait  de  véritables  éliminations  en  transformant  le  svs- 
tème (3)  en  un  autre  eciuivalent  en  réduction  apparente  (33). 
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l)i:vEr.r)PPEMnr<TS  sur  la  composition   dfs  systèmes 

DE    FOR.MI..S    LIMiAllirS. 

(>.">.    An  (l('l)iit  de  noire  tliéoric    n"^  o  cl  suis.  ,  nous  avons  iléHni  la 
composi/inn  d'ini  svsU'-nic  simple  t\':\\).\t\\\v 

;    rt,    h,    c,     ...   g,    /,,     .    .    i,    /,. 
(,)  )  ('■    l'i    '■■■2    ••■   A'-.    /'..      ■•   ',  ./•... 

/ 

C,n     l>i,i     <'m      •  ■   ■     fim    l> m     ■  ■  ■     'm  Jin 

à  m  lij^fiR's  cl  n  coloinics,  avec  un  svsténie  coinposanl  ilaltarinc- 


(2) 


<>.,     'J.,     .  .  .      '/.„,, 


V!., 


à  ]\1  lii^nes  et  m  colonnes,  et,  généralisant  la  notion  de  l'inductiim 
entre  une  file  et  un  abaque  avant  une  iliincnsion  cirali'  à  sa  Ioni,'uciir. 
nous  avons  appelé  l'abaque  du  s\s\cmo  compose 

/.,,     '  \j.,a.-\-..  -\- 'J;„a,„,     •)..h.-\-...-}-<j.,„b,,, 'Jt/,-^---i-<j.,„/,„, 

rr//, +  ... -t- r7,„<7,„,      r7|/>,-)-.   .-f-cT,„6,„,       ...,      rj.y,-^.  . -)-rT„,y,„ 

le  résultat  de  l'nidiKlion  des  aba(|ues  (i),  (2)  colonne  à  ligne.  Mais 
jusqu'à  présent  nous  nous  sonnnes  moins  occupés  des  détails  de  celle 
opération  que  de  la  relation  générale  du  svstenie  composé  au  système 
simple.  îibslraction  laite  du  système  composant,  relation  à  laquelle 
nous  avons  donné  le  nom  {\'agref;ati(iri.  Nous  allons  compléter  celle 
théorie,  et  tout  d'abord  étudier  de  plus  pns  les  relations  (pii  existent 
entre  les  cléments  des  trois  abarpies  ci-dessus,  eu  coinmeu<ant  par 
(pielipics  observations  gc'nérales. 

Juurii.  Ur  Math.  (3«  suiii:},  l.  X.  —  Jili.Li.i   iSS',.  i'^ 
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I.  De  même  que  pour  la  forinalion  de  l'abaque  (3)  les  colonnes 
de  (i)  ont  été  induites  par  les  lignes  de  (2)  qui  sont  de  même  lon- 
gueur, on  peut  induire  les  unes  par  les  autres  des  fdes  de  tout  sens 
donné,  mais  de  longueurségales  dans  deux  abaques  quelconques  ayant 
luie  dimension  commune.  Dans  cbacuii  de  ces  abaques  m(/«c/eur*^  le 
sens  inductoriel  est  celui  des  files  qui  concourent  ainsi  à  l'induction; 
le  sens/io«  inducloriel  est  celui  des  autres.  Pour(i),  par  exemple,  les 
colonnes  sont  iuduclorielles,  les  lignes,  non  inductorielles.  Dans  I  a- 
baque  induit,  les  fdes  d'un  même  sens  contiennent  cbacune  les  induits 
d'une  même  fde  induclorielle  de  l'un  des  inducteurs,  par  toutes  celles 
de  l'autre;  ses  dimensions  sont  donc  égales  aux  longueurs  des  files 
non  inductorielles  dans  les  deux  inducteurs;  en  ne  faisant  aucune- 
distinction  entre  ses  deux  sens,  il  est  indépendant  de  l'ordre  des  in- 
(hicteiu's. 

II.  Dans  nu  sens  tie  l'abaque  induit,  chacune  de  ses  fdes  est  agrégée 
aux  fdes  non  inductorielles  du  premier  inducteur,  avec  quelque  file 
inductDrielle  du  second  inductevu'  pour  file  d'agrégation;  c'est  le  sens 
d'agrc^ation  de  l'induit  à  son  premier  inducteur;  l'auti-e  inducteur 
joue  alors  le  rùie  d'abaque  d'agrégation.  De  même  pour  l'autre  sens 
de  l'induit  en  permutant  les  inductturs. 

III.  Si  lu  II  d  s  (il>a'iucs  inducteurs  est  vanescent  par  ses  files  inducto- 
rielles, rainujue  induit  l'est  aussi  par  les  fdes  de  son  sens  d'agrégation  a 
l'autre  inducteur. 

Car  toute  fde  de  n  éléments  a,  ^j,  . .  .,'Ç  qui  est  en  symptose  avec 
l'abaque  (il  par  ses  lignes  l'est  évidemment  aussi  avec  l'abaque  in- 
duit (3)  par  ses  lignes;  cetinduit  est  donc  vanescent  par  ses  coioiunr's 
dont  la  direction  est  celle  où  il  est  agrégea  (2),  si  la  file  dont  il  s'agit 
est  iuvanescente. 

IV.  Si  l'abaque  induit  est  ranesreiil  pur  les  files  de  son  sens  d'agréga- 
tion à  l'un  des  inducteurs,  ou  bien  celui-ci  j)ar  ses  fdes  non  inductorielles. 
ou  bien  l'aiilrt'  inducteur  par  ses  files  inductorielles.  est  certainement  ra- 
nescerit. 

Pour  fixer  les  iilées,  supposons  l'induit  (3)  en  symptose  par  les 
ligues  avec  (|ULl(|ue  file  imaiiescentc  de  n  éléments  ?.,  jS,  ..,  Ç,  c'est- 
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a-(Jirc  viiiH'Sceiit  par  les  colonnes,  files  du  sens  de  sou  afijrégation  à 
l'inducteur  (2  .  Ou  aiu'a  pour  sa  première  liiîue 

(xa,-^  fi /y, +  ...-+- :/,)>., 

—   y. a.,  -f-  fi /;,  -4- . . .  -I-  Çj.,  )  î-j  -f- . . .  -h  (  J.a,„  -f-  fi  b,„  -)-..-(-  Çy,„)  >>,„  =  o. 

il  pour  les  M  —  i  autres,  r(!  fpu^  devient  cette  égalité  par  la  snhstitu- 
lion  à  Xf,  )..j,  ...,>.„  des  !M  —  i  autres  lignes  de  l'inducteur  2  .  Si  donc 
les  m  expressions  entre  parenthèses  ne  sont  pas  toutes  uidies,  leur  fde 
est  iuvauescente,  et  les  égalités  précédentes  montrent  que  l'inducteur  (uj 
est  vanescent  par  les  colonnes,  ses  files  non  inductorielles.  Sinon  leur 
nullité  entraine  la  symptose  de  la  file  a,  /5,  ...,^  avec  les  lignes  de 
I  inducteur  (1),  c'est-à-dire  la  vanescencede  celui-ci  par  les  colonnes, 
ses  files  inductorielles. 

G 4.  I.'crilirrcj  ne  surpassant  aiirunc  des  dimensions  des  al/afji/es  1^2  . 
si  l'o/i  induit  l'un  par  l'autre  les  abaques  de  leurs  déterminants  mineuis 
il' ordre  q  (iO)  [eny  co/isenimt  les  mêmes  directions  aux  files  indu  to- 
rielles),  on  retnmve  précisément  l'abaque  des  détenniruints  mineuis  de 
même  ordre  q  de  l'abarpu-  induit  i  3  . 

I.  Considérons  d'ahoril  le  i  as  ou  les  nondjres  //,  M  îles  files  induc- 
torielles des  abacpies  (1)  (2)  étant  égaux  entre  eux  et  non  su|)érieurs 
,\  m,  nombre  commun  de  leurs  files  non  inductorielles.  l'induit  (3) 
est  carré,  et  où.  av;uil  pris  q  =  n  =  M,  il  s'agit  du  détcrmin.uil  même  1) 
<le  cet  ahitcpic. 

Par  rapport  aux  éléments  de  toute  file  induilorielle  de  I  abacjue  ij 
considérés  isolément,  1)  est  évidenunent  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène; en  outre,  comme  l'abaipic  (3)  ilevieiit  vanescent  ])ar  les  co- 
lonnes chac|ue  fois  que  (ij  devient  tel  par  ses  files  inductorielles 
(iô,  III   ,  D  est  un  covanescent  de  cet  inducl«>in'.  On  a  donc     i8^ 

(  ',  I  D  ^  k'd'^  k"  d"  ^k'd   +.... 

il,  d",  .  ..  désignant  les  déterminants  d'ordre  q  =  n)  corres|)ondant  a 
tontes  les  combinai-ons  de  c/ lignes  de  I  ni(lu(  teur  (1),  et  /•',  X",  . .  . 
des  (pianlites  indépendantes  des  cléments  de  ce  même  abaque. 
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Supposons  mainleiiaiit  que  l'on  réduise  à  i  c-liacuii  des  éléments 
(le  la  diagonale  principale  de  d ,  déterminant  des  q  premières  lignes 
de  l'inducteur  (i),  et  à  zéro  tons  les  autres  éléments  du  même  abaque: 
il  viendra  évidemment 

cl  =  [ ,     d"  —  d"  = .  .  .  =  o, 


puisD^o  ,  dclcrminant  des  y  premières  colonnes  de  1  intlueteur  2  . 
moyennant  quoi  la  relation  (4)  donne  k'  ^  o'.  Ou  trouvera  de  même 
que  k" ,  k",  . ..  sont  égaux  à  0",  ô",  . .  .,  détenninants  foruiés  chacun 
avec  les  q  colonnes  placées  dans  l'iiiductciu'  (  2  cuniuie  le  sont  dans 
l'autre  (1)  les  ligues  ayant  servi  à  former  le  délciininanl  eori'espou- 
dant  de  la  suite  d",  d",  ... 

Celte  relation  (4)  devient  ainsi 

(5)  .      T)  =  d'à'^d'o"-hd"'â'"-h..., 

résultat  conforme  à  notre  énoncé  pour  le  cas  dont  il  s'agit. 

II.  Revenant  maintenant  au  cas  général,  considérons  le  mineur  y. 
de  l'induit  (3)  relatif  à  deux  combinaisons  quelconques,  l'inie  de  q  de 
ses  colonnes,  l'autre  de  q  de  ses  lignes. 

L'abaque  de  a  est  évidemment  l'induit  des  abaques  (1  ,  /j  ,  rétluils 
chacun  à  q  files  inductoiielles,  v  occupant  resj)ectivement  les  mêmes 
places  que,  dans  l'abaque  (3\  les  q  colonnes  et  les  q  lii^nes  consi- 
dérées. 

On  a  donc  par  ce  qui  précède 

V.  ^  m  I  V.  I  -i-  m^  'j..,  -<-  OT,,  y..,  -t- . . . , 

m,  et  a,,  m.,  et  [j.,,  m.,  et  y.3,  ...  désignant  des  détermiuauls  formes 
par  toutes  les  associations  possibles  de  q  files  non  iuductorielles,  mais 
de  rangs  identiques  dans  les  inducteurs  (1)  et  (2)  réduits  aux  q  files 
iuductorielles  ci-dessu-.  spécifiées. 

En  d'autres  termes,  <j.  est  l'induit  de  ilmx  certaines  fdcs  induclo- 
rielles  des  aiiaques  des  mineurs  tl'ordre  q  îles  iiubu  leurs  considérés; 
et  les  choses  se  passent  é\itlemmeut  de  même  pour  tous  les  mineiu's 
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i\'<tr(\vcq  (le  l'iiHliiil     '.'>  .  Il  ne  suffit  [)liis  inaiiitcnant  (|iio  (l'une  légén' 
altcntioii  pour  apercevoir  l'exactitude  complète  de  notre  tliéorénio. 

(J.i     Deux  cas  [jarlicidiers  du  tlK-orénie  précédent  sont  à  reniaripier. 

I.  Tout  (l'abord  celui  pai-  l'exanien  (lu([U(l  nous  avons  connnence 
notre  dénionslralioii,  c'esl-à-dirc  d  un  induit  carié  engendre  par  deux 
inducteurs  dont  les  files  inductorielles  sont  en  nombres  égaux  entre 
eux,  mais  tous  deux  inférieurs  à  celui  deieurs  HIes  non  inductorielles. 

Supposons,  pour  mieux  fixer  les  idées,  tpie  les  inducteurs  |)roposés 


(fi 


(7) 

aient  chacun  rn  lign(\s  iinhu  toriellcs  et  «colonnes.  D'après  noire  théo- 
rème, si  l'on  nomme  r/,  ...,<?,...,  ^  les  déterminants  formés  par  les 

combinaisons  de  m  colonnes  de  I  auanue  ( (>  . 

I  .  2 .  .  .  Hi  ■  ^ 

S 5,  . . .,  Y  les  déterminants  en  nombre  égal  formés  de  la  même 

maiiiéiT  |)ar  les  colonnes  de  rangs  identiques  dans  l'abacpie  7  .  et  D 
le  déterminant  de  leur  induit,  c'est-à-dire  celui  dont  l'élément  de 
la  /i"""  ligne  et  de  la  /"""'  colonne  est  0^0.^-^-  b/,^^-\-. .  .■+-  i/,i^.  on  a 

(8)  D=^(/^-^..   -hei-h...+  ff.^. 

II.    hjisuite  le  cas  où,  n  étant  égal  à  /ii.   les  abafpuvs  ci-dessus  sont 
tous  deux  carres.   I.a   h>i'inulc  |)recedcnle  de\icnl    alors  sini|)lement 

if))  l)  =  f/o, 

'/,  c?,  I)  désitruanl  hvs  deleriniii;Mils  dis  iiiduileurs  et  de  leur  uiduil. 


«, 

^, 

c,    .../,, 

«_, 

h. 

c.     .../_,, 

('m 

l>,„ 

c,„    .  .  .    /„,, 

'J-, 

l'i 

7.  ..•  '.. 

«2 

7,   ...    t,, 

2j4  CH.     MÉRAY. 

Les  formules  (8),  (9)  sont  très  souvent  utiles  pour  (lé(om|)oser  un 
déterminant  tel  que  D  en  produits  de  déterminants  plus  simples  ou 
les  éléments  des  abaques  (6),  (7)  sont  séparés,  ou  bien  inversement, 
pour  recomposer  en  un  seid  déterminant  des  expressions  affectant  la 
forme  de  leurs  seconds  membres. 

Pour  l'application  de  la  formule  (9)  à  une  transformation  de  cette 
dernière  espèce,  il  est  à  remarquer  qu'elle  donne  pour  D,  produit  des 
déterminants  de  même  ordre  d  et  5,  plusieurs  déterminants  tous  égaux 
numériquement  sans  doute,  mais  n'ayant  pas  du  tout  les  mêmes  éle- 
n)ents. 

Effectivement  d  vi  â  conservent  les  mêmes  valeurs  (au  si<;ne  pres^, 
et  l'induction  de  leurs  alaques  peut  toujours  s'exécuter  ligne  à  ligne, 
SI  l'on  y  permute  arbitrairement  soit  des  lignes,  soit  des  colonnes,  on 
bien  encore  si  l'on  y  change  les  lignes  en  colonne,  et  ince  versa. 

Parmi  les  diverses  manières  de  disposer  ainsi  les  abacpies  de  d  et 
de  o,  il  y  en  a  !\  -><  \ .2. .  .m  donnant  des  abaques  induits  Jifférani 
entre  eux  par  autre  chose  que  l'ordre  de  succession  des  files:  c  est 
un  fiénombrement  que  chacini  fera  sans  difficulté. 

(>6.  ISons  |)ouvons  actuellement  revenir  an  svsleme  simple  ties 
formes  linéaires 

(■o)  /.,/.,..../„ 

aux  \ariable-.  .r,  v,  s,  .  .  .,e,  ayant  (i)  pour  abaque,  dont  la  composi- 
tion avec  le  système  composant 

(11)  F,,   l-,,   ...,  F„ 

aux  variables  ©,,  o., z,,,,  ayant  (2)  pour  abaque,  engendre  le  s\  s- 

tème  composé 

f.A /; 

aux  variables  x,y,  s,     ...  e  ayant  (î)  pour  abacpie,  ce  dernier  pou- 
vant être  considéré  aussi  connue  résultant  de  linduetion  nnitnelle  de 
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la  lile  (les  formes  simples  et  de  l'abaque  {2)  par  les  lignes  de  ce  der- 
nier, [.es  principes  ci-dessus  établis  donneront  immcdialement  les 
l)r()posilion-.  particulières  qui  vont  suivre  : 

/j-  (h'icrini/Ktiil  de  q  des  formes  composées  (12)  lelatif  à  un  rerlaiii 
ij;n)iti)e  de  q  des  variables  x,y,  . . .,  v  est  e'gaf  à  ta  somme  des  produits 
des  déler/ni/umls  des  y  formes  correspondantes  dans  le  système  compo- 
sant (11)  pris  par  rapport  à  chacune  des  combinaisons  de  q  de  leurs 
propres  variables  'f,,  '^.,,  ...,^,„,  multiplies  respectivement  parles  déter- 
minants relatifs  au  givupe  considéré  des  variables  x,  )-,  ....  e,  des  com- 
binaisons des  q  formes  du  système  simple  (10)  qui  sont  affectées  des  mêmes 
indices. 

(. et  énoncé  fait  ressortir  une  analogie  à  remarquer,  entre  la  compo- 
sition des  systèmes  de  formes  linéaires  et  la  tbéorie  ordinaire  des 
loMi  lions  compo>ées;  le  rôle  des  dérivées  des  fonctions  simples,  com- 
|)o.«^ante  et  composée,  est  rempli  ici  par  des  déterminants  <pii,  dans 
bien  traulres  circonstances  d'ailleurs,  se  coniporlent  conimedes  déri- 
vées. 

()7.  Le  système  composé  est  réductible  quand  le  système  composant  l  Cst 
lui-même  ((>5,  111  j. 

Si  le  système  composé  est  réductible,  de  deu.v  choses  l'une  :  ou  le  Sys- 
tem" composant  l'est  lui-m''me.  ou  bien  c'est  le  système  simple  ipit  jouit  de 
cette  propriété  \  (Jâ.  1  \  ' . 

08.  L'abaqii"  des  (létermuiants  tnineiirs  du  système  composé,  d Drdre  q 
{ne  sitipassant  ni n,  ni  m,  ni  M  ),  est  l'induit,  colonne  à  ligne,  de  aux  des 
mineurs  de  même  ordre  (j  du  système  simple  et  du  compiKiant  (  Gî-  . 

Celte  proposition  établit  une  relation  générale  très  importante  cuire 
les  mineurs  d'un  même  ordie  (|iu'lconc|ue,  de  (\vu\  s\hlémes  agrégts 
de  (oiiiK's  Iinéai^e^  et  ceux  de  leur  al)a(pie  d'agi'égalion. 

(>y.  Après  avoir  iuiliul  li'  .s\ sterne  des  m  formes  ^lo  par  Icn  M 
ligues  de  l'abaque  (2),  de  manière  à  obtenir  le  système  agrégé  (12 
de  M  formes,  on  peut  induire  ce  dernier  par  un  nouvel  abaipie  de  "M 
colonne>  cl  cl  iiii  uondire  (pieU oiupu-  de  lignes.  On  obtient  ainsi  un 
Iroisieme  s\-t(inc  agrégé  à    lul,  parlant  à     lo  .  cl  (jui.  p,u'  suile,  peni 
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se  lalc'iiler  en  indiiisaiit  une  seule /ois  le  svstomc  (loj  par  les  lignes 
<l  III)  aljaqiic  de  imiltiplicateiirs  convenables. 

Il  et  évident  que  ce  troisième  abaque,  résultant  ainsi  de  la  com- 
position (les  deux  autres,  est  l'induit  du  premier  par  le  second,  co- 
lonne à  ligne,  écrit  de  manière  à  avoir  ses  lignes  agrégées  à  celles  du 
premier. 

On  j)eut  ainsi  composer  en  inie  seule,  des  inductions  successives 
du  système  (lo)  par  des  abaques  en  nombre  quelconque;  l'abaque 
résultant  est  le  résultat  final  de  l'induction  colonne  à  ligne  de  tous  les 
abaques  élémentaires  laissés  dans  l'ordre  où  ils  sont  donnés.  T.a  nécessité 
de  prendre  pour  lignes  de  chaque  induit  partiel  ses  files  agrégi  es 
a  celles  du  précédent  s'oppose  à  ce  que  l'on  puisse  modifier  cet 
ordre;  dans  certains  cas  d'ailleurs,  on  rendrait  ainsi  l'induction  im- 
])ossible. 

Kntre  les  mineurs  dun  niénie  ordre  q^  tant  du  svstcmc  lo-  cpie 
des  abaques  par  lesquels  on  l'induit  successivement,  et  ceux  du 
système  déformes,  résultat  final  de  toutes  ces  inductions,  il  exi-te  des 
relations  analogues  à  celles  résultant  (\i\  théorème  ((>i)  pour  le  cas 
d'un  seul  tableau  de  multiplicateurs.  L'abaque  des  derniers  mineurs 
peut  s'obtenir  en  induisant  comenableinent  celui  des  j.remiers  successive- 
ment par  tous  ceux  des  seconds. 

70.  Ouand  l'ahatiue  ;  2  ,  est  carré  et  invanescent,  son  déterminant  A 
est  ditlereiit  de  zéro,  et  il  y  a  lieu  de  remarquer  tout  spécialement, 
|)armi  ivux  que  l'on  peut  composer  avec  lui,  l'abaque  également 
cari-é 


dont  les  di\  erses  lignes  ont  pour  éléments  les  quotients  par  A  des  mi- 
neurs complémentaires  (50)  des  éléments  des  diverses  colonnes  de  (2'. 
Kflcclivenicnl,  si  l'on  a  éi;aril  aux  relations  (5),  (G)  du  nun)éro  cité. 
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lion  colomic  ;i  ligne  de  ^  2)  par 'i  3     donne  l'ahacine 


I    o    o    ...    0, 

o     I    o    ...    o, 

*'  0   o    t    .  .  .    o. 


l)ar  li-qncl  riiKliiclion  i\[i  système  10  en  reproduit  i(leiiti(|ii(nieiil 
tontes  le.s  formes. 

Dans  ce  cas,  l'indiietion  d'un  s\sléme  de  formes  par  l'alKt<|ue  2  est 
une  opération  réversible  comme  la  nudtiplication  d'une  quantité  par 
une  antre  différente  de  zéro,  en  ce  .sens  que  l'on  peut  détruire  son 
elfet  par  une  opération  inverse  de  même  nature. 

Il  est  évident  que  l'on  retomberait  encore  sur  le  svsténie(io  t-n  l'ui- 
dui.sant  d'abord  par  (i3),  puis  par  [■1),  plus  généralement  par  deux 
abatpics  carrés  quelconques  imerses  l'un  de  l'autre,  c'est-a-dire  avant 
pour  induit  l'abaque-z/^j/zc  (i '| '•  Celui-ci  est  à  lui-même  son  propre 
inverse. 

Le  produit  des  déterminants  de  deux  abaque>  inverses  l'un  de 
l'autre  est  égal  à   i.  valeur  numérique  de  leur  induit    i  ]  . 

71.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  c'est-à-tlire  d'iuic  induction  par 
l'abaque  (2)  supposé  carré  et  invanescent,  ie  système  induit  (12  et  le 
innposè  10)  sont  équivalents,  cliacun  d'eux  étant  agrégé  à  l'autre,  puis- 
qu'il rcsiilte  de  .son  induction  |),ir  (pielque  abacpie  de  mulli|ilicateurs 

rliis  généralement,  ces  deux  .systèmes  sont  toujours  éipiiv aïeuls 
cpiand  l'abaque  (2)  est  invanescent  par  les  colonnes,  ce  (pii  exiije  qu'il 
n'en  ail  |.,is  |)liis  que  de  lignes:  on  le  t-onstate  'ans  dilli.  idie. 

72.  La  combinaison  des  notions  précédentes  conduit  a  d  aiilics 
propositions  ilont  les  deux  suivantes  sont  à  remaripicr. 

/.  (tlHKjue  (  I  et  celui  de  ses  mineurs  d'ordiv  rj  [  non  supérieur  a  m  ni 
<i  n  son/  tous  deu r  en  menu:  temps  vanescents  ou  imanesrents  par  ilrs 
/des  de  même  nom. 

Nous  raisonnerons  pour  les  lignes.  La  chose  est  évidente  si  m  >  n. 
car  les  abacpuvs  considères  (A),  ;  .\  1,,  ont  chacun  plus  de  lignes  qu<-  de 

Juuri,.,lr    l/./f/i  (3' seni'),  U.inr  X.  -    Voit  iSg',.  33 
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roloiines,  et  par  suite  (12y  sont  tous  deux  vanescenls  par  les  lignes. 

Elle  l'est  encore  si  m'Sn  et  q  =  m;  car  (  A  )^  n'a  qu'une  ligne  dont 
les  éléments  sont  les  déterminants  majeurs  de  (A),  lesquels  ^onl  tous 
nuls  ou  non  selon  que  (A)  est  vanescent  ou  invanescent  (48),  (42). 

Dans  le  cas  oiim'^n,  ety<m,  supposons  d'abord  vanescent  l'a- 
baque (A).  Si  tous  ses  mineurs  d'un  certain  ordre  q'^q  sont  nuls,  ceux 
d'ordres  q'-h  i ,  q' -h  2,  ...,7  le  sont  tous  aussi,  ces  derniers  notam- 
ment, qui  servent  d'élément  à  (A)^,  et  cet  abaque  est  vanescent. 

S'il  en  est  autrement,  (A)  e'st  équivalent  par  les  lignes,  |)ar  suite 
aorégé,  à  un  abaque  partiel  [a)  composé  de  quelques-unes  de  ses  lignes 
en  nombre  au  moins  égal  à  (/(Si).  L'abaque  (  A)^  est  donc  agrégé  par 
les  lignes  à  («),^,  abaque  des  mineurs  d'ordre  ^  de  (rz)  (64),  c'est-à-dire 
à  l'abaqus  partiel  formé  par  quelques-unes  seulement  de  ses  propres 
lignes;  il  est  donc  vanescent  (9). 

Supposons,  au  contraire,  que  [h),j  .soit  vanescent  el  contienne,  par 
suite,  quelque  ligne  agrégée  aux  autres;  nommons  <)',  . . .,  0', . .  .,  r' 
ceux  des  mineurs  de  cette  ligne  dont  les  éléments  apjiarliennenl  aux  rn 
premières  colonnes  de  (A  ),  et  aussi  iV',  (5",  ...  ;  ...  ;  0",  0",  ...  ;  ...  ; 
t",  t",  . .  .,  les  mineurs  des  autres  lignes  de  (A),^  qui  se  trouvent  dans  les 
mêmes  colonnes  cpie  S',  .  .  .,0',  . .  .,  -'  respectivement.  Par  livpothése. 
on  a  en  particulier  des  relations 

?)'=  ij."},"-h  a"'(V"-h..  ., 
0'  =  'j."f)"-h  a"0"'+.... 


'j."  ■:"-{-  '/"■:'"+  . 


qui,  induites  par  les  mineurs  complémentaires  de  S',  .  . .,  0 t'  dans 

le  déterminant  A  des  ?7i  premières  colonnes  de  ;  A  \  doimenl 


en  avant  égard  aux  relations  du  n"  50. 

Ainsi  A  est  nul,  et  l'on  prouverait  de  même  qu'il  en  e.st  ainsi  pour 
tout  autre  déterminant  de  m  colonnes  de  l'abaque  (i);  donc  cet  abaque 
est  vanescent  par  les  lignes  (48),  (42). 


iiiioiui;  DIS   FoRAiKs  LiM:\ir.i:s   kt   dks   dkterminams.        -20^ 
75.   Sii///)<)sn/is  irriuldciililr  le  sYslènie  '10)  ainsi  (ju'uit  autre 

(•';  .A../:.  ••■  /,„• 

déni  [^ ni j formes  linéaires. 

four  que  ce  second  syslènie  soit  ai^régé  au  iminicr.  d  est  tiécessauc  et  siij- 
fisant  que  l'ahaquc  de  ses  niineii/s  d'ii/i  ordre  quelconque  q  non  sii/>éneui 
a  ni'   soit  ui^ré^é  par  les  d'ânes  à  celui  des  mineurs  de  même  ordre  du  premier. 

La  nécessité  de  la  condition  pose'  icsidlo  innncdiaicmcnt  du  tliéo- 
rèmcdu  n^GS,  et  nous  avons  seulement  à  ]ir()n\er  (pielleest  snilisanle. 

Soit  d'abord  q  =^  m  ;  admettons,  pour  li\er  les  idées,  cpie  A',   de- 

torniinant  du  système  (1  j)  par  rapport  à  ses  ni  premières   \ariai»les 

» ,  \ ,  ; /^  est  l'un  de  ceux  qui,  par  iiypotlièse,  ne  s'évanoui>seiit 

pas,  et  nonnnons  A,., ,  .  .  . ,  A,  ,  ....  A,.,,  . . . ,  A,.,,  ceux  cpii  lui  sont  con- 

tigiis     oS     par  ses  ni  —  i    derniéics   colonnes.    Associons  en   outre 

a  ///  (le  toutes  les  manières  possibles  les  m  loiines  An  s\  steni<-    10  .  et 

1           I        >.         m  (m  —  I  )...(/«  —  m'-Hi)         ..  .1        ■      ■       1  ■ 

dans  les  M  —  — ^ ^ ; svsicnies  paitieis  aiuM   otjicniis 

I.2.../«  •  ' 

nommons  res|)ectivenient 

\  .'  ? '- 

^  1     "A     "A,,. A,, 

les  détiM'ininants  semblables  à  ceux  i\c  la  suite 

(17,  A  ,   A,.,.,   ....   A',.,,   A',,,   A,„. 

c'est-à-dire  pris  par  rapport  aux  mêmes  varial)lis. 

I,a  li<^iie    17)  étant  agi'ei,'c('  |iai-  livpothèse  à  (  i-lies  de  labacpie    16  , 

l:i  lormc  \.  dans  iacpiclic  les  variables  v,  v,  : p,  r s,  ( -v 

ont  poin-  <(>eriicients  A',  0,0 o,  A^, A^,,  A^, A,,  respec- 
tivement, est  aj;répée  aux  M  loiines  X.  "X *' \  consirniles  de  la 

même  manière  avec  les  diverse^  ligne>  de  l'abacpie  ;i(j      Mais,  d'après 

le   11"    "iî).   cliacime  des  formes   'X "X  est  ai;répée  a   celui  d<'s 

M  sxstcmcs  paitiels  de /«'  formes  du  système  io\  dont  les  determinanls 
lui  (Mil  foiuni  des  coefficients,  partant  à  ce  s\sleme  ni  (ont  i-nlier:  la 
lormc  \    (pii  leur  est  agrégée  Test  ilonc  aussi  au  nu'-mc  système. 
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(]ela  posé,  dans  U;  système  {!)'  en  réduction  apparente  aux  m'  va- 
riables saillantes  ce, y,  :,  . .  ,  p,  qui  est  équivalent  à  (i5),  X'  est  pré- 
cisément la  forme  où  .v  a  lui  coefficient  tiifférent  de  zéro;  quant 
aux  m'  —  I  autres  formes  Y',  Z',  ...  P'  de  (i)',  on  prouverait  de  niénic 
que  chacune  d'elles  est  aussi  agrégée  à  (lo). 

Le  système  (i)' étant  ainsi  agrégea  (loi,  son  équivalent  i");  jouit 
de  la  même  propriété,  ce  qu'il  fallait  étnljHr. 

Supposons  maintenant  q  <^  m  et  prenons  au  hasard  q  des  formes  i)  . 
Counne  les  déterminants  de  ce  système  partiel  ne  peuvent  tous  s'éva- 
nouir, puisque,  s'il  en  était  aulrement,  lui  et.  par  suite,  le  svstème  \  i5  ) 
dont  il  est  une  partie  ne  seraient  pas  irréductibles,  contrairement  à  l'hy- 
pothèse, il  résulte  de  ce  qui  précède  que  chacune  de  ses  q  formes  et 
agrégée  au  système  (lo);  on  prouve  de  même  cpi'il  en  est  ainsi  pour 
toute  autre  forme  du  système  (i  ^),  qui  est  bien  ainsi  agrégé  à    lo  . 

7i'.  Dans  le  cas  parlicnliercaient  intéressant  où  m'  ^  ni,  et  oii  l'on 
considère  les  déterminants  proprement  dits  ou  majeurs  des  deux  sys- 
tèmes, le  théorème  |)récédent  fournit  sous  une  forme  très  élégante  les 
conditions  de  leur  équivalence  :  il  faut  el  U  suffit  que  leurs  déterminants 
semblables  soient  proportionnels.  Le  rapport  invariable  des  seconds  aux 
premiers  est  évidemment  égal  au  déterminant  tic  l'abaque  d'agrégation 
du  second  svstème  au  pi'emier. 

75.  La  question  suivante  est  encore  au  fond  une  composition  de 
certains  systèmes  de  formes  linéaires;  mais,  ici,  c'est  au  svstème  simple 
cpi'appartient  le  rôle  moins  saillant. 

On  appelle  substitution  linéaire  l'opération  consist;uit  a  transloinur 

un  système  donné  m  formes  (linéaires  ou  non)  à  n  varial^les  x,  y r. 

en  un  autre  de  m  formes  toujours,  mais  à  n'  (=n)  no.ivelles  variables, 
■»',  v',  ...,/'  par  la  substitution  à  .»,  v,  .  ..,  c,  des  formes  linéaires  qui 
scr\  eut  de  seconds  membi-es  aux  relations 

;  a;  =  V.',  x'  -+-  f^\y  --h. .  .-hi\t', 
;,8)  I  y  =  '^'y^''  +  r^'./  +  -   •+  ='.''' 

=  a' .!•'  +  , 3'  v' -H,  ..+  £'/'; 


iiiKoitii;   Df.s  FortMF.s  i.im; vir.F.s  ft   dfs  ofterminams.        jA'u 

I  abaque  de  la  substitution  est  celui  même  des  nouvelles  formes  dont 
il  s'agit.  Le  système  transformé  est  ainsi  compo.-é  du  système  |)rimitir. 
ici  composant,  et  de  celui  des  formes  de  la  substitution,  ici  simple.  Il  \  a, 
bien  entendu,  des  substitutions  de  degrés  supérieurs  au  premier  ;  mais 
elles  augmentent  les  degrés  des  fornies  sur  lesquelles  on  les  exécute, 
et  n'ont  pas  à  cause  de  cela  la  nu'ine  importance  (pie  les  substitiitioiiN 
linéaires. 

Kiio|)érant  la  substitution  linéaire  (i8;  dans  un  svstem<'  de  lormes 
linéaires  tel  que    lo  ,  on  obtient  èvidenuiieiil  un  svsteme  transfornit 

('9i  ./;../;.  ••■../;„ 

également  linéaire,  do/it  /'d/uu/iir 

«,'y,  i-/>,a;,4-...-f-y,  a„,      a,^\-hlj,^'.,-h...-hj,fi', ,t,i\^  h,i.,-^  .-^-i-Jii,. 

b.y[.  +  ..   -hj..c('„,      a,[i\-h  b.fi'.,-h...-hj..li',,.      .    .,      «-.s',-!- /a^î!, -+-... -t-y^.:'^ 


a-Ci 


s'obtient  en  induisant  ligne  à  colonne,  celui  du  système  piimitif  i  inir 
celui  de  la  substitution,  cet  iniluit  étant  écrit  de  manière  à  a\oir  pour 
lignes  ses  Hles  agrégées  aux  lignes  de  son  second  inducteur. 

7(J.  Il  siiifll  donc  (le  iiiodilier  tant  soil  peu  dans  la  forme  nosiim- 
positions  générales  sur  la  composilion  des  systèmes  de  formes  linéaires 
m'^GOet  suiv.\  pour  obtenir  celles  qui  concernent  les  substitutions 

linéaires.  Par  e\em|)le  : 

l.'dhtKjur  des  dctvnninniils  mineurs  d'ordre  y  n<tn  supérieur  nu  nlfa 
fteld  des  tu)inhivs  ni,  //,  //  du  système  (  i  ())  est  t'induit  lii^ne  a  eolnnue  ib 
reii.r  des  mineurs  de  même  ordre,  tant  du  système  priniitif  lo  ifiie  île  lu 
siihslitiuion    i8j. 

(  )ii  bien  encore  : 

Le  dilerminiinl  de  ij  ilis  /urnrs     k)    pur  lUjiport  a   ij  des  noii\elles  eu- 
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riabk's  .r',  y',  ...,  t'  est  égal  à  la  somme  des  produits  des  déterminants 
des  q  formes  de  mêmes  indices  dans  le  système  (10}  relatifs  à  tous  les  groupes 
différents  de  q  des  anciennes  variables  x,y,  . . .,  r,  multipliés  par  les  dé- 
terminants relatifs  aux  q  nouie/les  variables  considérées,  des  mêmes 
gioupcs  formés  (nrc  les  seconds  membres  des  relations  (18)  (66). 

77.  Le  système  (19)  est  réductible  si  le  système  primitif'  \o ,  l'est  lui- 
mênw. 

Si  ce  nouvecai  sysiè/nc  est  réductible,  du  système  primitif  nu  de  celui  des 
firmes  i  18),  l'u/i  l'est  certennement  aussi  (67). 

78.  On  peut  roniposer  une  première  suljstitiition  linéaire  telle 
(|iie  (  r8)  avec  une  second-'  remplaçant  les  n'  variables  .v',  y',  ....  /'  du 
nouveau  .système  (19)  par  «"  autres  .r",  y",  .  .;  V abaque  de  la  substi- 
tution résultante  est  évidemment  l'induit,  ligne  à  colonne,  de  ceux  de  la 
première  substitution  simple  et  de  la  seconde,  cet  induit  étant  écrit  de 
manière  à  avoir  |)our  lignes  .ses  files  agrégées  à  celles  du  second  in- 
ducteur. 

En  raisonnant  comme  au  n"  69,  on  aperçoit  facilement  les  particu- 
larités relatives  à  la  composition  en  une  seule  de  tant  de  substitutions 
sim|)les  tpie  l'on  voudra. 

7î>  La  substitution  (iS)  est  m'e/«6/e  dans  le  cas  très  important 
où  son  abaque  est  carré  et  invanescent;  car  son  déterminant  ùi  n'étant 
pas  nul.  sa  composition  avec  la  substitution  invers"  avant  pour 
abacpu" 


iZi,   ...   désignant    les  mineurs  comjjlemeiitaires  des  éléments  «, 


riiiioKiK   mes  fou.mks  i.iak virt-s  m    dfs  i)i;TFnMi\ ams.        a6i 

(le  A.  (loiiiic  la  Milisliliiliou  (l'aliariuc 


(•-2>" 


O     I    o    .  .  .    o 


(|iii  est  identique,  c'est-à-diro  laisse  sans  aucun  chai)genient  tous  les 
cocrficicuts  du  système  primitif  (70j.  La  substitution  inverse  permet 
donc  de  revenir  du  nouveau  système  (19)  à  celui  d Ou  il  a  procédé  pai- 
la  première  substitution. 

Réciproquement,  la  |)remière  substitution  est  i'inxcrse  de  son  ui- 
verse  et  leurs  déterminants  r)nf  j)f)ur  pi'oduit  1 ,  déterminant  de  l'a- 
baque (21)  de  leur  substitution  résidtante. 

Plus  généralement,  la  substitution  (18)  est  toujours  réversible  quand 
sf)n  abaque  est  invanescent  pai'  les  lignes,  quel  qu'en  soit  le  nombre. 

80.  i-a  (piestion  rpie  nous  allons  traiter  se  rattacbe  d'une  manière 
très  indirecte  à  l'eiiMiiiliii'  du  picsent  paragraphe;  mais  elle  serait  en- 
core moins  bien  placée  ailleurs. 

(Généralisant  la  dénnition  donnée  au  n"  10,  nous  dirons  encortMpTd 
\  a  syniptose  par  les  lignes  entre  les  ahnques 

a,    h,    c,     ...   /, 
,^.,  !  ".    I>.    c,    ...  J, 

a,„  b,„  c,„    . . .  /„, 

«.  (3,  y,  ...  ■;, 
(,V  M.  ^  -h  ■■■  ?. 


'^v-  ('^  Via  •  •  ■   lii 

tous  deux  de  n  colonnes,  mais  île  lignes  en  nombies  relatifs  arbi- 
traires, si  deux  lignes  (pielcoiupies  pris<'sdans  l'ini  et  dans  l'autri"  sont 
i'n>\mptose.  Tels  S(»nt.  par  exemple.  raba<|ue  d'un  système  d  cqua- 
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lions   linéaires  et  lioniogéiics,  et  celui  (|iie  forment  (|iiel(nics  files  de 
solutions  (le  ces  équations. 

SI .  Si  /es  a/'tifjiics  (22),  (  23  j  so/i/  en  syinplosc  ptii  /es  It^/irs.  il  lit  est 
encore  ainsi  pour  deux  autres  ijHvlroiujiies  qui  leur  sont  respcetn'enient 
abrégés  par  les  lignes. 

Soient  (22)'  et  (23)'  les  ileux  ajjaques  agr'égés  aux  proposés,  et  con- 
sidérons (22)  et  (22)'  connne  appartenant  à  deux  systèmes  d'équations 
linéaires  el  homogènes  aux  n  mêmes  inconnues.  Les  lignes  de  23)  sont 
des  tiles  de  solutions  |)oiu'  le  iiremier  système,  à  cause  de  la  svmptosc 
supposée,  et  par  suite  pour  le  second,  puisqu'il  est  agrégé  au  pre- 
mier (27).  Celles  de  (23)'  sont  donc  aussi  des  files  de  solutions  pour 
le  seconil  système,  puisqu'elles  sont  agrégées  à  celles  de  1  23  1  (31). 
Donc  il  \  a  svmplose  enti-e  chacune  d'elles  el  l'ahaque  (22)',  qui  appar- 
tient à  ce  système. 

82.  Les  inâtnes  e/ioses  étant  posées,  les  ahaipies  des  déterminants  mi- 
neurs d'un  même  ordre  (j  [non  supérieur  à  n,  m,  [j.)  deiii^,  (23  sont 
aussi  en  syinptose  par  les  ligiws. 

V.n  induisant  ligne  à  ligne  les  deux  ahaques  proposés,  on  en  forme 
un  troisième  dont  tous  les  éléments  sont  nuls  par  hypothèse,  et  par 
suite  aussi  tous  ceux  de  l'abaque  de  ses  déterminants  mineiu's  d'ordre  y. 

Or  ce  dernier  abaque  est  précisément  l'induit,  ligne  à  ligne,  de  ceux 
des  mineurs  d'ordre  (j  des  proposés  (64)  ;  ces  deux  derniers  abaques 
sont  donc  en  symptose  par  les  lignes,  puisque  les  éléments  de  leui' 
induit  sont  tous  nuls. 

83.  Les  ahaques  (22^,  (23)  ne  peuvent  être  iinanescents  tous  deu.v  pur 
les  lignes  s'ils  sont  en  sytnptose  de  cette  manière,  el  si  le  nombre  total  m  +  v. 
de  ces  dernières  suipusse  le  nombre  commun  n  de  leurs  colonnes. 

Si  le  premier  abaque  est  invanescent,  il  appartient  à  cpielque  svs- 
tem(>  irréductible  (S)  d'équations  linéaires  et  homogènes,  qui.  a  cause 
(le  la  symptose  supposée,  admet  chaque  ligne  du  second  ai)a(iuc  pour 
lile  de  solutions. 

.Si  donc  in^=n,  le  système  (S)  est  dctcrnune.  el  cliatpic  ligne  i\n 
second    aliaque    est    vanescente   (29.  Si   in<in.    prenons  au  hasard 


TniioitiE   urs  roHMi;s   limcviuks  i:i    ui:s  nKTFn:»Il^A^Ts         :iG-; 
«  -  m«fA)  lignes  (l.uis  I,.  S..COM.1  al.ar|u..;  ou  lu.n  cet  abaque  partiel 
est  vanescenf.  et  noire  proposition  est  établie:  ou  bien  il  es!  invane- 
«•<'"t,  et  alors  chacun.,  des  -.  -  („  _  ,„)  autres  lij^nes  de  labaque  (23 
lui  esl  lorcenKiit  a-,'régée  (31). 

Si.  Nous  dirons  qu,-  les  abacp.es  (22).  (23)  sont  supp/chun /aires 
s  I  s  sont  en  sunptose  par  les  lignes,  et  si  le  nond.re  total  m  -r-  ;  rie 
celles-ci  est  j,réeiscMnent  égal  au  nombre  co.nnnn.  n  de  leurs'  co  • 
lornies. 

Sih>s  ahmiues  [-i-i),  (-23)  mm  supplémentaires  et  imanescent^  tout 
autre  ensymptose  avec  lun  est  agrégé  à  l'autre. 

Le  second  abafp.e  peut  être  considéré  comme  composé  de  files  de 
solulH.ns  ranhnales  (51)  du  système  d'équations  linéaires  et  bomo- 
gcne,  ,pu  a  les  éléments  du  premier  pour  coefficients,  et  le  troisième 
comme  composé,  par  exemple,  de  files  quelconques  d,-  solutions  des 

mêmes  équations.  Cela  posé,  le  po,M.  en  qnesl,,,,,  , M  un.,  consenuen.e 
immédiate  du  niunéro  cilé. 

Dea.v  aba<pies  sont  donc  équivalents  quand,  par  les  lignes,  ihsont  una- 
nescents  et  supplémentaires  à  un  même  autre  invancscent  ;  um'  ce  oui 
preced.>,  cbac  .m  d'eux  est  effectivement  agrégé  a  raufre. 

Sl>.  I.a  réunion  ,1,.  ,|.,,x  aba.p.es  supplémentaire.  ,l„„ne  un  ab.uni.- 
'olal  evule.nment  carré,  dont  chaque  detenninant  de  Vun  .les  proposés 
«■st  un  nuneur  awinl  pour  mineur  complém.-nlain-  (oOj  nu  certain  .le 
•'■nninant  .le  l'autre  abaque.  Nous  appellerons  supplémentaires  .le.u 
''^■'"■•"..nants  ,1e  nos  abacp.es,  qui  son.  ainsi  nuneur.v  mutuell..ment 
<"->'|'l''mç,.ntair..s  .laus  Tala.pie  carre  ,1  .h-ssus  nn-ntiorme.  Ola  nos.- 
ou  a  ce  théorème  : 

Silesahaques  (22).    2!    sont supplanentaircs,  des  deu.r  ligr^es  for.nécs 
par  leurs  déterminants  supplémentaires  éerils  de  manière  à  y  occuper  res 
pectnement  les  mêmes  places,  lune  est  agrégée  à  l'autre.     ' 

-  "  N  <'ic,  d'abonl  un  lennne  qui  et  utile  dans  plusieurs  c.rconsian.vs  • 

Dans  an  même  abaque  de  dmiension  minimum  m,  deux  déterminant, 

non  nu.s  sont  toujours  les  extrêmes  de  quelque  suite  dautres  non  nuls 

anss,,  dont  chacun  est  contigu  au  suivant    :,8    par  m  -  ,  /des  de  ce'le 

dimension.  ■' 

Jour,,.  Je  MmI,.  (  S'  scric),  lomc  X.  -  AoiT  188',.  •  J  '. 


206  en.     MKHAY. 

Soient,  par  exem|)le,  {abcji),  (A/yu)  deux  tlétermin;ints  non  nuls  de 
raba(|ue  (22),  ayant  m  —  3  colonnes  communes  dont  l'ensemble  a  été 
représenté  par  w.  Chacune  des  colonnes  du  second  est  agrégée  à  celles 
(In  premier,  dont  rab;upiee-.t  carré  et  invanescent  par  hypothèse  18  . 
et  l'on  a  en  |)articulier 

A ,  =  A  a ,  -+-  p.  /;  I  -I-  V  c ,  ^- . . . , 


car  les  déterminants  déduits  de  {/tijuj  par  la  suljstitution  à  la  co- 
lonne /(,  de  l'une  de  celles  de  l'ensemble  w,  ont  chacun  deux  colonnes 
identiques  et  s'évanouissent  tous.  Les  déterminants  {aij'ji),  [bijw-, 
(c/7'o\  dont  chacun  est  contigu  à  (/j/yw)  par  w  —  i  colonnes,  ne  peuvent 
donc  pas  être  tous  nuls,  puisque  celui  ci  ne  l'est  pas.  Comme  tous  ont 
w  —  2  rolonn(>s  appartenant  à  {abcx,),  il  existe  quelque  déterminant 
non  nul  qui  est  conligu  à  (/»)«)  et  |)Ossède  une  colonne  de  plus  que 
lui  commune  avec  [abcw).  Eu  poursuivant  ce  raisonnement  à  partir 
de  ce  nouveau  déterminant,  on  réussira  évidemment  à  insérer  entre  les 
proposés  une  suite  de  déterminants  non  nuls  et  contigus  chacun  à  ses 
deux  voisins. 

2"  Notre  théorème  est  évident  quand  lune  des  deux  lignes  des  dé- 
terminants mentionnés  dans  l'énoncé  est  vanescente,  et  nous  avons  à 
considérei'  seidement  le  cas  où  dans  chacune  d'elles  il  existe  quelque 
déterminant  non  nul. 

On  peut  alor^  considérer  l'abaque  (22;  connue  appartenant  au  sys- 
tème irréductible  (3)  du  n"  29,  et  l'autre  (23)  comme  un  abaque  car- 
dinal de  solutions  de  ces  équations. 

Soient  [abc . . .  g)  un  déterminant  non  nul  de  labaque  (-^2  . 
[abc... h)  un  de  ses  contigus  non  nuls  (s'il  eu  existe,  et  [t...tn-  , 
[s...in')  les  déterminants  des  coefficients  de  r,  ....  y,  s  dans  les 
/(  — ///  dernières  formules  (2'})  du  n"  55,  et  dans  la  //*"""■  suivie  tles 
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//    -  /;/  —  I  (ler:ii(T('s,  rcsiicctivciiiciiL  Des  rclatif)iis  ('xidt-iilcs 

(/...wf)=        abc,  g)'", 

[s .  .  .uv)  =  -  [aie . .  -g]'"'*  nhc . ..//), 

on  conclut  f[iic'  {l...uv),  (s... m)  ne  sont  pas  nuls  non  pins  <•! 
rpie  l'on  a  entre  ces  quatre  détcM'ininants  la  relation 

(abc. .  .A'  ) {abc. .  ./i } 

(t...uv)  (X «»•) 

Maintenant  les  aha(|nes  (2'3)et(A),  ce  dernier  avant  pour  li>;nes  les 

iiles  de  coefficient  de  T u,  o  dans  les  tornuiles  citées    2],  n"  5î> 

sont  é(piivaients,  puisqu'ils  sont  l'un  et  l'autre  cardinaux  pour  nu 
même  système  d'écpiations  linéaires,  et  ceux  d<'  lein"-.  déterminants 
semblables  qui  ne  sont  pas  simultanément  nuls  sont  proportion- 
nels (  74).  Donc  (yj.  ..  tÇ),  y....'.'Ç,  détci  ininanls  de  (a'ij  s(*mblables 
à  (/.  ..uv),  (s.  .  .M^•)  déterminants  de  (A^,  ne  sont  pas  nids,  et  Ton  a 

(/.  .  .IH)    (.ï.  .  .!/(•) 

(T.   ■■■■^.)  "  ("•••'?)  ' 
propoition  ilont  la  cond)inaison  avec  la  jii'écédcnte  donm- 
,     ,  ,  {<ihr.  .  .u\  {abc.  .  .Il) 

'"'^  (T,...iî)    ~  —  ^x. . .'.;)' 

et  les  dcnoniinaleiM's  sont  cv  idiiuiiiiiil  les  détei'minants  supplémen- 
taires des  numérateurs,  ou  tout  au  moins  ces  supplémentaires  nndli- 
piiés  tous  iV'xw  par  —  1 .  En  d'autres  termes,  si  deux  déterminants  non 
nulsde(22y  sont  contiij;us,  leurs  supplémentaires  dans  ^23]  ne  le  sont 
pas  non  plus  et  sont  |)roportionnels  aux  premier-.  En  vertu  de  notre 
lemme  (i"j,  cette  conclusion  s'étend  d'elle-même  an  cas  où  les  deti  1- 
minants  non  nuls  considérés  ne  >ont  pas  conlii,'Us,  ce  qui  aciieve  é\  1- 
demmeul  notre  (l('mon>tration. 

l  lie   anire   demon>lraliiin   |)eut  être    tirée  de  (  on^idéralions   tontes 
dilfeicnles  :  un  déterminanl  non  nui  de  i'aliacpie    22)  associé  dans  un 
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ordre  convenable  à  ses  conligiii  et  à  m  —  i  zéros  lornie  une  ligne  de 
quantités  qui  est  agrégée  à  l'abaque  en  question  (59).  Le  supplémen- 
luire  de  ce  déterminant,  ses  contigus  et  a  —  i  zéros  forment  de  même 
une  ligne  agrégée  au  second  abaque.  Cela  |)osé,  si  l'on  exprime  que 
les  deux  lignes  riiis-i  obtenues  sont  en  svm|)tose  81),  on  retrouvera 
une  proportion  telle  que  {i'\). 

Iji  prenant  dans  nos  deux  aba(pies  i\v\\\  groupes,  l'un  de  q  '^ m  . 
l'autre  de  ^(f  jy.)  lignes,  puis  formant  par  le  même  proeétlé  deux  lignes 
composées  de  zéros  et  de  déterminants  contigus  d'ordres  cj  et  y,  qui 
soient  respectivement  agrégés  à  ces  deux  abaques  ]7artiels,  puis  écri- 
\ant  qu'elles  sont  en  svmptose  (81),  on  obtient,  entre  les  mineurs 
d'ordres  g  et  y  des  abacpies  considérés,  des  relations  analogues  à  celles 
ci-dessus  établies  pour  leurs  déterminants  majeurs.  Mais  cbacnne  de 
ces  relations  a  plus  de  deux  termes. 

8<>.  Rcciproquemeril.  les  abaques  ;  22)  (23)  sont  en  svmplose  s'ils  sont 
imanescents  et  si,  le  nombre  total  m  -h  [J.  de  leurs  lignes  égalant  le 
nombre  commun  n  de  leurs  colonnes,  les  déterminants  de  l'un  sont  pro- 
portionnels à  ceux  que  l'on  obtient  en  associant  dans  l'ordre  ci-dessus 
spécifié  les  colonnes  de  rangs  différents  dans  l'autre. 

Un  abaque  rjuelconque  (A)  de  solutions  cardinales  du  svstème  d'é- 
quations linéaires  et  homogènes  d'abaque  (22)  est  évidemment  sup- 
plémentaire à  celui-ci;  il  en  résulte  (8o)qne  les  déterminants  de  (A) 
sont  proportionnels  à  ceux  de  (22)  et  par  suite  à  ceux  de  (23),  que 
l'on  suppose  tels  par  rapport  à  ces  derniers.  Les  abaques  (A)  et  (23) 
sont  donc  écpiival(iit>  (74),  puisque  leurs  dimensions  sont  re  pective- 
nient  égales;  donc  (23)  est  en  svmptose  avec  (22)  comme  ^on  équiva- 
lent (A  )  (81),  et  ces  deux  abaques  sont  bien  supplémentaires,  puisque 
le  nombre  total  de  leurs  lignes  est  égal  à  celui  de  leurs  colonnes. 

Cette  proposition  fournit  un  nouveau  movtn  de  vérifiersi  un  abaque 
invanesc  ut  donne,  de  /;  —  m  ligues  et  de  n  colonnes,  est  cardinal 
pour  un  système  tlonne  irréductible  de  /;;  ecpiations  linéaires  et  homo- 
gènes à  n  inconnues. 
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ii7 .  KcIatiNcmciit  aiiK  clciiiciils  ilc  1  al)a(|iii'  il'iiii  svstcmr  doiuic  di- 
lorines  liiR'air(\s,  (iiie  nous  coiisidL'rt-rons  dcsonnais  coniinc  autant  de 
variables  indipeiidantrs,  les  déterminants  majeurs  et  mineurs  du  '\s- 
leme  sont  des  lourlions  exaelement  déHiiies  c|ui  sont  liai)iluell<  nient  hé 
noinl)i'e  heaucoiin  plus  consid(■I•al)l(^  On  Noit  ainsi  a  jinori  fju  il  doil 
e\isler  eiilre  tous  ces  deteriiiiiiants  des  identités  fort  iioiiilireiises.  Nous 
idh^ns  donner  une  métliode générale  pour  les  loriiier,  eu  nous  honiaiil 
toutefois  à  signaler  les  plus  inléressantes. 

(hielquefois  nos  raisonneiniiiits  supposeront  (|ue  les  valeurs  |)arli- 
eiiliéres  des  éléments  considi  rés  ne  r<'ndeiit  pas  certains  ahafpies  \aiies- 
(ciils;  mais  les  relations  trouvées  n'en  seront  j)as  moins  générales,  car 
elles  sont  entières  par  rapporta  ces  cléments,  ou  peuvent  être  amenées 
à  revêtir  une  pareille  forme.  D'ailleurs,  dans  les  cas  exceptionnels 
dont  il  s'agit,  elles  deviennent  ésidentes  ou  peuvent,  tout  au  moins, 
être  établies  directement  avec  une  facilité  extrême. 

Soient 

^  ",  />,  c^  ■  ■  f!,  lu  ■  ■■  y, 
('^  ,  ; 

tl,„     l'm     ''m      ■   ■    •      Pm     l^m      ■   ■   •     In, 
Ht        Ht       m  ^  Ht        m  j  ut 

l'abaque  ci  un  système  de  m  formes  linéaires  à  n  '^m  variables,  ri  y. 
q' ,  ....  q"'  des  entiers  quelconques  chacun  <[  m,  mais  dont  la  somme  () 
.\oit  supérieure  à  m.  Prenons  arbilraireimnt  q'  des  formes  données  et,  a\cc 
des  déterminants  contigus  du  système  partiel  qu'elles  constituent,  con- 
struisons [ol)  l'abaque  q' \  d'un  système  équivalent  en  réduction  appa- 
rente. Soient  encore  [q"'\  ■  ■  ■,  ^ q'"]  des  abaques  construits  de  même  <ncr 
lies  systèmes  partiels  de  q",  ....  q '^formes  empruntées  tout  à  fait  au  ha- 
sard au  système  proposé.  Cela  posé,  l'abaque    Q    formé  par  la  réunion 

de  '  q'  ],  \q"  \ i  7'"  i  est  vanescenl  par  les  lignes,  et  ses  déterminants 

mineurs  d'ordres  supérieurs  tt  m  sont  tous  nuls. 

Cliacpie  lii;ne  de  lahaque  Q  est  agrégée  à  ral>a(pie  du  sNstenic 
|)ailicl  dont  les  dctt'iiniiiaiils  lui  ont  louiiii  di'S  ilements  1  d9\  et  |>ai 
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suite  aussi  à  1  abaque  (ij  tout  entier.  Considérons  m  quelconques  de 
ees  lignes  :  si  leur  abaque  (A)  est  invauescent,  il  est  équivalent  à  (i 
parce  qu  il  lui  est  agrégé  et  a  même  hauteur  (19;;  une  autre  ligne 
([uelconqiiede  [Q]  lui  est  donc  aussi  agrégée;  il  en  résulte  que  l'abacjue 
de  ces  m  +  r  lignes  est  vanescent,  et  par  suite  que  tous  ses  détermi- 
nants sont  nuls.  Or  ce  sont  précisément  des  mineurs  quelconques 
d'ordre  m  +  i  de  [QJ. 

Si  (A)  est  vanescent,  l'abaque  ci-dessus  considéré  de  w  -i-  i  lignes 
l'est  aussi  :  ce  qui  conduit  à  la  même  conclusion. 

Comme  les  éléments  des  abaques  [7'i,  [^'J,  ■  ■  -,  y"  sont,  outre 
quelques  zéros,  des  mineurs  d'oiilres  q' ,  q" ,  . . .,  q"^  du  i^roposé,  rpiel- 
quefois  des  majeurs,  chaque  équation  exprimant  la  nullité  des  mineurs 
d'ordre  m  -+-  1  de  [Q]  est  une  relation  entre  ces  déteiininants  mineurs 
ou  majeurs. 

On  obtient  des  relations  tlilférentes  des  précédf-'ntes,  ou  tout  au 
moins  présentant  une  autre  forme,  en  remarquant  cpie  labaque  dis 
mineurs  d'un  ordre  quelconcpie  de  Qj  est  aussi  vanescent  ^71i  ,  et 
égalant  à  zéro  des  déterminants  mineurs  d'ordies  convenables  de  <<' 
nouvel  abaque. 

Enfin  on  en  trouvera  d'autres  encore,  en  appliquant  les  considéra- 
tions précédentes  à  l'abaque  des  déterminants  mineurs  d'un  ordre 
quelconque  de  (i). 

88.  A  oici  tuic  autre  manière  de  former  des  relations  de  celte  espèce  : 
eu  supposant  d'abord  invanescent  l'abaque  [A)  du  uuniéro  précèdent, 
quelques  autres  lignes  de  l'abaque  [Q]  forment,  comme  nous  l'avons 
vu,  un  abaque  (B)  cjui  lui  est  agrégé.  Cela  posé,  on  cherchera  l'abaque 
d'agrégation  (K)  de  (B)  à  (A),  et  l'on  écrira  que  l'abaque  des  mineurs 
d'un  ordre  donné  de  (B)  est  l'induit  des  abaques  de  mitieiu-s  du  même 
ordre  de  (A)  et  de  (K)  (64). 

Pour  la  cause  indiquée  ci-dessus  (87),  les  relations  ainsi  obleiuies 
ont  lieu,  même  quand  l'abaque  (A)  n'est  pas  invanescent. 

Nous  faisons  ci-après  une  application  importante  de  ces  diverses 
considérations. 

81}.    Prenant  égal  h  m  +  i  lennnd)r('  total  /  des  entiers  q',  q" ,  . .   ,  </"' 
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(lu  11"  87,  nous  ferons  les  w  prciniprs  ('-gaiix   à   i,  le  dernior  à  ///.    rt 
nous  forni('rt)iis  l'aliiicjuc     (^^  en  adjoigiiaiil  an  proposé  Ini-nirnic    i 
I  aharjnc  é<pn\al(nl  par  les  lignes,  mais  en  rcdnr  tion  apparcntr  : 


fl    (>    o     .  . 

•    <>   <l„i,    ■ 

..  < 

n    d   n     .. 

o    (II,/,     . 

. .  <lt.j 

<  )   o   r/   . . 

.    o  r/,.A    . 

..   <.,. 

o   o   o    . 

.  (/  <L,,  . . 

.  ./,.,. 

Ici  d  l'cprc'scnlc  le  (Ictii'iiiinaut  des/;?  |)r('niiiT('S  coloniifs  de  i  ,  i-l 
d„/„  ...,d„j;  ...,  d„j  les  dclciininaiil^  coiitigus  s'en  dédnisant  par 
la  snhstitntion  à  la  coloiino  a  de  la  colonne  h,  ....  à  la  même  de  la  co- 
lonne y;  ....  a  la  colonne  g  de  la  colonney.  Pour  l'abaque  i  A)  du  nu- 
méro |)récédenl,  nous  preiidrons  (O^f'  pour  (B),  celui  qui  vient  d'être 
écrit.  INous  construirons  d'inie  même  manière  les  abaques  (.\^,,  (H^, 
(les  inineiiis  lin  M  ini'nic  ordre  q[<^Tn)  de  (A)  et  de  (B),  qui  ont  clia- 

cun  lies  lignes  en  nombre  cizal  a  M  = '  cl  iioun 

^  °  I .2. . .7 

ferons  en  sorte  (jue  le  dernier  soit 

i   d^   ...   o   ...    o    .... 

(3)  

f    o    ...    o    ...    di   .... 

c'esl-a-diie  cpie  les  .M  preniieics  places  y  soient  occn[)ées  par  les  co- 
loinies  dont  les  éléments  sont  exclusivement  formés  avec  ceux  des /« 
premières  colonnes  de  (2^  Mettant  en  évidence  les  M  |iremiéres  co- 
lonnes de  (A),^,  dont  les  éléments  ne  dépendeni  an-.si  (jue  de  ceux  d<>> 
m  |iremiéres  colonnes  de  ^i),  nous  l'écrirons 
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O'ia  ))()sé,  ou  ;(  ce  qui  suit  : 

I.  —  L'abaque  d'agregafion  (K),^  c/e  ['^>)  à  (Jt)  est 


f/^-'V).   ...   (/''-"O.,   ...   (11- 


'e?| ,  . . .,  't,|  désignant  tes  complémentaires  d'ordre  m  —  q  par  conséquent) 
(SO)  de  è\,  ....  tJii  considérés  comme  mineurs  du  déterminant  d  des  m 
premières  colonnes  de  [i). 

L'induction  des  m  premières  colonnes  de  (  A)^  par  la  première  tle 
(K)y  devant  fournir  les  m  premiers  éléments  de  la  première  ligne  de 
(3),  on  a,  entre  les  élémentsde  la  première  colonne  de  (K)^,  les  w<  équa- 
tions linéaires  non  homogènes  aux  ^I  inconnues  o,,  o-.,  . . .,  o,,, 

0,0,  +...+   U„0„=  f/?, 

C-,  0,  -T-...+  V„o„  =  o, 

t',  (},+..    +T;,d*M  =  o. 

Comme  nous  supposons  d  non  =  o,  ce  système  d'équations  est  dé- 
terminé, car  l'abaque  des  coefficients  des  inconnues  est  composé  des 
mêmes  files  que  celui  des  jNI  premières  colonnes  de  {!\),  c'est-à-dire 
(pie  ral)aque  des  mineurs  d'ordre  q  de  celui  des/;?  |)remièrcs  colonnes 
de  (  i),  lequel  est  invanescent,  puisque  ce  dernier  l'est  (72). 

En  vertu  des  foiniules  i  j),  (G)  du  u"  oO,  ces  équalicuis  auraient 
pour  solutions  '(5,,  . . .,  'o,,,  si  l'on  divisait  tous  leurs  seconds  membres 
par  é/'^'.  Donc  elles  n'ont  pas  d'autres  solutions  cpie  les  produits  de 
ces  quantités  par  d''~^ ,  produits  qui  sont  précisément  les  éléments  de- 
là première  colonne  de  (t).  INIéme  raisonnement  pour  les  autres  co- 
lonnes de  (K)^. 

II.  Le  déterminant  'A  de  l  aba(jue  d'agiégation  (^/ij  est  donné  par  la 
formule 

,,„  l 'ni 
(G)  'A  =  (/       '". 
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l.'iiiduclion  des  M  prcini(  rcs  colonnes  de  (.\)  par  celles  de  (R  ^  re- 
|>i'()duisaiit  l'abaque  des  'M  preniièies  de  (3  ,  le  produit  de  leur  déter- 
minant A'  par  'A  est  égal  à  celui  de  ce  dernier  abacpic  G.j.  1]  \  dou 
l'identité 

Mais,  par  rapport  à  ses  éléments,  d  étant  un  polvnùme  premier  47j, 
on  conclut  facilement  de  cette  identité  que  deux  certaines  puissances 
lie  cl,  dont  les  exposants  t«',  '?57ont  une  somme  égale  à  qM,  divisent  A' 
el  'A  respectivement,  en  donnant  des  quotients  constants  (  '). 

Les  degrés  totaux  de  A,  r/par  rapport  aux  éléments  de  ce  dernier 
déteiniinant,  étant  M  m       \)(/ctm  respectivement,  on  a 

m  'c7       iM  [m  —  1)7, 

d'nu 


jji  réduisant,  tl'aulre  part,  à  i  les  éléments  priiicij)aux  de  iaiiacpie  de 
d,  et  à  zéro  tous  les  autres,  il  viendra  évidennnent  d  ^  A  -  -  1;  le  quo- 
tient de  'A  par  d"  est  donc  égal  à  i ,  ce  qui  achève  la  vérification  de  la 
formule  (G). 

l'.M  l'aisnimant  delà  inènie  manière,  on  trouve  aussi 

1«,  A'  =  rf*> 

[II.  Iwi  appelant  'fty  un  déterminant  mineur  queironque  d'ordre  O 
de  l'idxique  d'as;re<(ati(>n  (5^  et  Gi,,  ^^  le  mineur  de  l'ahaqtie  des  ^I  pre- 
niières  eolonnes  de  [  \  (pu  est  semhlahle  à  son  eom/ile'/nentuire.  on  a  lu  /v- 
lulion 

<);  0Q=d         e„  g. 

(  '  )  On  raisonne  en  s'appuvanl  sur  ce  lliéorènie  d"AI;;èbre  génôrale,  bien  connu 
dans  le  cas  d'une  seule  varial>le  indi-peiidanle  :  Vn  polyiiùmc  premier  tjui  dii-isr 
un  produit  c/e  plusieurs  polynômes  cii\'ise  néeessairemcnl  l'un  il'cu.r.  Il  csl 
inulile,  sans  doute,  d'en  fournir  ici  In  dômonslration. 

Juiirii.  lie  }îiith.  (3*  siTio),  tome  X.  —  Aoït  iSS).  i  J 
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Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  e^  est  relatif  aux  Q 
dernières  lignes  de  (5)  et  à  ses  Q  dernières  colonnes  nolées  par  les 
lettres  'Q,  .  . .,  'r.  vt  nous  considérerons  l'ahiique 


I    o\        ...   0\ 
(lo)  '    ()  ■■■   d'' 


<!■' 


cl'' 


formé  avec  les  M  —  Q  premières  lignes  de    A  „  ou    4    et  les  Q  der- 
nières de  (Bj^  ou  ;  3  . 

Ce  nouvel  abaque  est  évidemment  agrégé  à  (A)^  avec  labnque  «la- 
grégation  ici  carré 

.  ,)  d''~''0 d''-"z.. 


I    () 


„   ...    I   f/"-"5„  „      ...  ^'-"tm-q. 
o    ...    o   r//-"S„  ^,,,    ...   ^/"-"t,,,,,^,. 

()   o    ..  .    (I   r/'/-"5„  ...    d''   "-„. 

Cela  posé,  le  déterminant  des  ?^I  premières  colonnes  de  yio  et  celui 
de  (il)  sont  évidemment  égaux  à  d'''^S„_Q  et  Hq  respectivement;  en 
écrivant  donc  que  le  premier  est  égal  au  produit  du  second  par  A',  tlé- 
terminant  des  M  premières  colonnes  de  i  '|  ,  on  trouve  la  relation 

<pii,  simplifiée  après  la  substitution  à  A'  du  second  mcndjre  de  1  iden- 
tité i_iS;,  donne  bien  la  formule  (9:  qu'il  fallait  établir. 

La  formule  (9I  .se  change  en  1  G  si  l'on  y  fait  Q  ~  ]M,  en  convenant 
de  considérer  connue  é"al  à  1  tout  déterminant  d  ordre  =  o. 
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l\  .  I.'abaque  d'agrégotion  (K)^  étant  actiiellemont  connu,  les  re- 
lations mentionnées  au  II"  88  se  formeront  sans  difficulté.  Il  serait  sans 
intérél  de  les  développer  ici. 

\  .  Nous  noterons  toutefois  les  suivantes,  qui  nous  seront  bientôt 
utiles.  Considérons,  dans  .  B),,,  deux  groupes  chacun  de  M  colonnes 
et  conijiosés  :  le  premier  des  !\I  premières,  dont  les  mineurs  tlépendent 
seulement  des  éléments  des  colonnes  saillantes  de  (2),  le  second  d'une 
colonne  dont  les  mineurs  dépendent  des  éléments  des  colonnes  de  rangs 

/«  -f-  1 ,  2,  3 q  —  i,q  de  (H  )  et  des  M  —  1  colonnes  restant  dans  le 

premier  groupe  ci-dessus  défini,  quand  on  en  ôte  celle  dont  les  mineurs 
ont  été  formés  avec  les  éléments  des  q  premières  colonnes  de  \  15  .  Les 
déterminants  de  ces  deux  groupes  de  colonnes  écrites  pour  chacun 
dans  un  ordre  convenable  :  .se  réduisent  évidemment  à  r/'"  et  d''^~' d„,, 
ro'spectivemenl.  Mais,  à  cause  de  l'équivalence  des  abaques  '  B ^,  (A)^, 
ils  sont  proportionnels  (74;  aux  déterminants  semblables  de  ce  der- 
nier, savoir  A'  et  un  autre  que  nous  représenterons  par  A  ^,,,  .  En  d'au- 
tres termes,  on  a  la  proportion 

(pii,  divisée  par  d'^*  ',  devient  simplement 

d         d„i, 


(12; 


^'      K..I., 


En  raisonnant  de  même,  on  trouvera  sans  peine  d'autres  relations 
analogues,  en  vertu  desquelles  le  dcterniiiiant  d  de  Vahaqiie  2  et  tous 
SCS  cofilii^^iis  08  son/  proportionnels  à  des  détcrininanls  de  A  ,^  dont  la 
loi  de  fornidlion  est  ividentc. 

ÎK).  I,<■^  lorimiles  (6),  (9)  sont  très  emplovees  dans  le  cas  particu- 
lier «le  (j  I.  Des  {\eu\  abaques  (4).  ['>  .  le  |iremier  coïncide  avec  h- 
propose  I  ;  le  second,  avec  ct'Iui  des  mineurs  com|)lemtMi(aires  des  élé- 
ments des//?  piemiéres  colonnes,  clans l'abacpie  carre  <ju Clles  forment: 
il    se   nomme    I  abiupK'    .(    tl<'ments  reeiproqiics  de  cet  al)a(|iie  carre. 


■2^6  CH.     AIÉRAY. 

Comme  M  =  m,  ces  formules  deviennent  respectivement 
(i3)  •  'l  =  d""', 

l'oiu'  Q  =  /)t  --  (,  la  dernière  donne  cette  pioposition,  qui  est  très 
s()u\('nt  utile  : 

Les  mineurs  d'ordre  m  —  i  de  l'ahcujue  à  élèinenls  réciproques  d'un 
abaque  carré  donné  de  hauteur  m  reproduisent  les  éléments  de  celui-ci  mul- 
lipliés  par  ta  puissance  m  —  i  de  son  détenninant . 

91.  En  appelant  d  le  détenninant  de  m  colonnes  a,  A,  r,  ...,  <;  de 
r abaque  [\)  et  [h]  un  second  déterminant  contenant  une  colonne  h  qui 
n  appartient  pas  au  premier,  on  obtient  une  somme  nulle  en  ajoutant  à  leur 
produit  diji),  après  les  avoir  7fuiltipliées par  —  i,  les  iti  expressions  d,,/,  a  , 
di,/,[b],  . .  .,  d„i,[g)  qui  s'en  déduisent  par  les  éclmnges  successifs  de  la  co- 
lonne h  de  [II)  a<,'ec  les  colonnes  a,  b,  c g  de  d .  Plus  bricAcment.  on  a 

fiS)         d[h]  -  d„,,[a)  —  d^i,{b)  —  d^,,\c  .  -  . ..-  dg^[g\  =  o. 

Elfectivement  (^87    la  ligne  des  n  déterminants 

ia),  [b],  [c),   ....,   :g\  {h\   ...,  (j\ 

adjointe  à  l'abaque  [2',  donne  un  abaque  vanescent  de  m  -+-  i  lignes. 
Cela  posé,  on  obtient  immédiatement  la  relation  i  ">  en  dévelopjjant 
le  déterminant  des  m  ~h  i  premières  colonnes  de  ce  nou\el  abaque, 
l'égalant  à  zéro  et  divisant  le  résultat  par  </'""'. 

î)li.  Dans  les  questions  im[)li(|uant  la  considération  d  un  système  de 
formes  linéaires,  les  coefficients  de  ces  formes  n'entrent  généralement 
dans  les  formules  cpie  par  l'inteimédiairedes  déterminants  du  système. 
Ces  derniers  y  figurent  d'une  manière  homogène,  en  jouant  exactement 
le  même  rôle  que  les  coefficients  d'une  simple  forme  dans  les  cas  où  il 
s'en  présente  une  seide.  Si  l'on  modifie  arbitrairement  les  formes  du 
.système  sans  qu'il  cesse  de  rester  équivalent  à  lui-même,   ils  varient 
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tous  dans  le  iiièmc  rapport  7i  .  etc.;  hivf,  on  pi'tit  les  considérer,  cnx 
ou  il(s  (piantités  propoilionncllcs,  coninK-  les  coefficients  <\n  svsti-nic 
coni  iii'ti  l)locet,  inde■■pL•lldalnnu■nld(^ill(li^idllalités|){■cialeetval•ial)l(• 
a  l'iniini,  decliarnne  des  formes  ijni  peuvent  y  entrer,  la  nature  de  ce 
s\steine,  caractérisée  par  sa  pro|)riété  d'être  équivalent  ou  non  équiva- 
lent à  t<;ls  ou  tels  autres  donnés  de  mêmes  dimensions,  restant  toujours 
invariable. 

Ces  considérations  nous  conduisent  à  clierelier  s'il  existe  un  svstéme 
de  rr)rmes  ayant  desdeterminanis  proportionnera dt'squantitésdonnées 
et  a  le  construire  le  cas  échéant.  I.a  .solution  de  cette  question  est  fourni.- 
par  le  tliéf)rcme  suivant  : 

l'oiir  (I  II' il  existe  quelque  système  de  informes  li/icaires  an  m  ra- 
riahlcs,  dont  les  déterminants  soient  proportionnels  à  des  quantités  données, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  que  ces  quantités  satisfassent  a  la  relation  i  "; 
cl  à  toutes  celles  du  même  genre. 

i.a  nécessité  de  la  condition  posée  résulte  inunedialement  de  ce  (pi- 
les nlalions  en  question  sont  homogènes  (du  deuxième  degré  j  par 
rap|)orl  ;ni\  dclermiiianls  <pii  y  figurent,  par  suite,  qu'elles  ont  lieu 
aussi  inlicdis  (pianliles  |)rnpoi-|ionnelles  à  ces  déterminanls. 

l'our  drmoiilrer  <pi'eile  est  .-uifi-ante.  sup|)os(ms  d'ahord  (pie  les 
.piaiititesdoniK'esne  soient  pas  toutes  niill(>s;  représentons-le,  en  ajou- 
tant un  accent  aux  notations  mêmes  des  déterminants  qui  doivent  leur 
être  proportionnels.  Avec  une  de  ces  quantités  d\  différente  de  zéro.  .1 
celles  aii\(pirllrs(l()iv(iil  élre  proporl  loimels  l(  s  (Irtcrminaiits  contigus 
à  d,   loiinons  i'al)a(pie  de  ///  lignes  et  n  colonnes 

'^'    "     "     •••     "    <i,    •••    <,. 

"     "    '^     •  •  ■    "    '^.f,    •    ■   '/,.   . 
•>     "'     '>    •  ■      '/    d,,,^    .  ..    d',  , 

«M  prouvons  «pi'd  ..ppartieiil  a  ni.  wMen.e.pi,  satisfait  aux  conditions 
voulues. 

I)';d,ord.e„d,.v,|opp; «'de|,.nninanl./d,.s/„p,,.n.ierescol.mne. 


lî^S  en.     Mlli.W. 

et  tous  ses  contiens  r/„/, (Lj,  on  conslate  iinniétliatcniciil  l'exis- 
tence des  proportions 

/ ,  „  \  ^ ""A  f^  //■'«-' 

''  d  ~  cV,,,-'"-  cl'^j  ~  "■ 

Ensuite,  en  appelant  [h]  un  déterminant  du  même  abaque  contenant 
m  —  2  colonnes  de  d,  et  deux  autres  colonnes  ne  lui  appartenant  pas, 
dont  la  m  -I-  1 1"'"'^  pour  fixer  les  idées,   la  relation    i  j    donne 

djt,  z=(l„j,[a)  +  dbh[b)  +...-hd„^{g), 

et  (aj,  [b),  ...,  (^1  qui  ont  chacun  en  commun  avec  (^/ une  colonne 
de  plus  que  (/;)  sont  maintenant  contigus  à  ce  déteiininant  connue 
(^/„/, fL/,.  D'autre  part,  on  a,  par  hypothèse, 

Ces  deux  relations  divisées  membre  a  membre  tlonnent 

d    {h)_  __    da,,{a)-\-...+  di,,,{g)    _  IJnn-i  \-l 

tlfectivement,  les  déterminants  qui  entrent  dans  le  numérateur  du 
second  UKUubre  étant  tous  conligus  à  f/,  les  proportions    i  -    donnent 

dah  __   (aj_  _,       _  d.n  __  (£1  _  ^^.,„_,  _ 


àaiAn)  _  dffh(g) 


d''"-' 


En  divisant  les  deux  mend)res  de     iS    par  -r  (pii  est  ei;al  à  d"'~\  il 


\ient  hiiaicnicnl 

(Jn 


Ainsi  les  deteriuinaiits    h  ,  (lui  ont  seulement  /n  -     2  coloiuies  tom- 
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imiiics  a\('c  (1,  sont  Ijicii  aussi,  comiiio  ce  (Itlcrniinaut  cl  ses  eoiiligiis, 
proportionnels  aux  cjuantités  corres|ion(lant(s  ilans  la  suite  tloiince. 

l:ln  s"a|)pnvant  sur  cette  extension  tle  la  proportionnalité  \oulue,aux 
(lélerniinants  dont  il  s'agit,  on  l'étendia  au  nio\cn  «lu  nu-nie  raisonne- 
ment à  cenx  ipii  ont  seulement  m  -  S  ef)lonnes  tonniuines  avec  d,  puis 
(le  là  a  ceux  qui  n'en  ont  que  m  —  '\,  m  —  "i,  . . .,  puis  finalement  a 
tous  les  déterminants  de  l'ahaque    i()  . 

l'ji  induisant  i(i  partons  les  ahaques  cariés  imaginal)U's  de  lian- 
teur  m  et  de  délerminant  non  =■  o,  on  obtiendra  éxidennncnl  71  . 
(74  les  aliatpii's  de  tons  les  s\stémes  irréductibles  (pii  rt  |)Oiident  a  la 
question. 

lai  prciiaiil  ciilin  un  s\ sterne  rediii  lilile  fpieleoncpie  de  m  loiMnes. 
ses  déteiininanis  seront  nuls,  [lartant  proportionnels  a  la  ri-jneur  aux 
quantités  données,  et  l'on  aura  le  reste  des  systèmes  qui  peuvent  être 
considères  comme  batislaisant  aux  conditions  du  problème. 

Si  le-,  quantités  tlonnées  sont  tontes  nulles,  ce  qui  n'est  pas  incom- 
patible avec  les  relations;!),,  le  problème  n'a  pas  d'anire  solution 
cpinn  s\  stéme  réductible  f|uelcon(pie  de/;?  formes. 

95.  Le  problème  {\\\c  nous  venons  de  résoudre  est  un  cas  particu- 
lier de  celui-ci  : 

EUtnl  donnes  les  éléments  d'un  abaque  de  M  =  '-— — ~  '/  ~~  ' 

'  I  .  2 ...  y 

lignes  el  ae  ri  = colonnes  [ne me  a  ,  liou\<ci   un 

°  i  .-i.  .  .q  \     -      -  1    • 

système  de  m  formes  linéaires  à  n  variables,  dont  l'abaque  des  détermi- 
nants mineurs  d'ordre  q  soit  équivalent  au  proposé  [par  les  liijnvs). 

Puiscpie  l'abaque  des  mineurs  d'ordre  q  du  système  ciierclie  doit 
être  équivalent  à  celui  des  (piantités  donin  es,  les  déterminants  maj<urs 
de  ces  deux  abacpies  tlnixent  être  pro|)ortionneIs  il-i^.  Les  relatioijs 
\2.i  subsisteront  donc  encore  si,  a  leurs  dénominateurs  qui  sont  in- 
connus, on  substitue  les  determinaiils  m;ijeur->  correspondatils  de 
raba(|ue  donne  (|ui  sont  connus.  Transformées  de  cette  manière,  elles 
fournissent  évidemment  des  (piantilés  proportionnelles  à  un  deleiini- 
nant  du  s\ stéme  cberclie  et  à  tons  ses  coiitij;us,  quantités  à  l'aide  des 
cpielles  on  (ormera  les  coeflicientsde  ci'  système  en  o|((iinit  eomnie  ri- 
de sus   SVl 
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Théoriquement,  ce  problème  a  autant  d'imjjortaiire  que  le  précé- 
dent; car,  à  un  certain  point  de  vue,  les  éléments  de  1  abaque  des  mi- 
neiu's  d'ordre  quelconque  q  d'un  système  de  formes  linéaires,  comme 
ceux  de  l'abaque  uniiinéaire  des  majeurs,  comme  ceux  des  mineui-s 
d'ordre  i,  c'est-à-dire  comme  les  coefficients  eux-mêmes,  peuvent  être 
considérés  comme  constituant  un  cnsendjle  d'autres  coefficients  spé- 
ciaux du  svstème.  Ce  point  de  vue  s'impose  de  hn-mème  quand  on  a  à 
concevoir  les  formes  par  groupes  derj.  IMais  son  utilité  pratique  qui  est 
encore  nulle  me  dispense  d'insister  davantage,  et  notamment  de  for- 
nuder  les  conditions  de  possibilité. 
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actions   mécaniques  produites   par   les  oimaiits 
et  par  le  magnétisme  terrestre 

(SIITE  (')]: 


I'ar  m.   Paul  LE  CORDIER, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


Jj    X.  —     CaLCI  I.     Di:    QUELQUES    ACTIONS    ÉLECTRODYNAMIQUES. 

Notations.  —   Soient,  comme  ptc'cédemmeiif  (n"  147)  : 

175.  A'  lin  élément  maijiiétiqiic  et  X-  l'élément  équivalent  de  solé- 
noïde,  d'intensité  1  et  d'aire  X; 

X  et  r  leurs  axes,  qui  ooincident  par  définition; 

K  et  k  =  IX  (2j)  leurs  moments,  égaux  par  définition; 

O  leur  centre  commun  de  f^ravité,  et  x,  y,  z  ses  coordonnées  rec- 
tangulaires; 

17."»'.  M'  un  système  extérieur,  rigide  et  invariable  dans  sa  consti- 
tution |>li\sique,  solidaire  avec  trois  axes  à  gauche  rectangulaires, 
au.\(juels  sont  rapportées  les  coordonnées  fixes  x,i',  :;,  agissant  succes- 
sivement sur  A'et  surX-,  pouvant  comprendre  îles  courants  fermés  Z\  à 
une  ou  |)lusieurs  dimensions,  des  aimants  .1'  et  le  magnétisme  terrestre; 

,"in.'  le  même  système,  quand  le  magnétisme  terrestre  n'en  fait  |kis 
partie  ; 

1),/  (n"  iOj  la  force  directrice  île  .V  au  point  O; 

A  )/ ,  II)/,  C,/  les  composantes  de  cette  force; 

\jif  le  potentiel  de  M'  au  point  O. 

(')  Voir  iiiènie  Tome,  \i.  1 13. 

Journ.  de  Ma(h.  (3'  série';,  tome  X.  —  Août  188^.  ^^> 
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Cas  simples  de  l'action  ilii  système  M'  siii-  an   aimant  extérieur. 

17i-.  Le  svslt'iiie  M'  exerce  des  actions  identiques  sur  un  aimant 
extérieur  .4 ,  et  sur  le  système  é([uivalent  Z  d'éléments  de  solénoïdes. 

Il  sulfit  d'établir  ce  principe,  en  réduisant  /l  et  £  à  un  seul  de  leiu's 
éléments  K  et  X'  (n"  175),  et  M'  soit  à  un  courant  fermé,  soit  à  un 
aimant,  soit  au  magnétisme  terrestre.  Or  il  a  été  démontré  dans  ces 
trois  cas  (n'«  loO,  lo9  et  172). 

175.    11    en   résulte    que    l'on    peut   remplacer    A,    k   et     i^     17."» 
par  K,  K  et  4-  dans  les  fornudes  (  12  j)  et  suivantes,  appliquées  au  cas 
(  n"  IKJ)  d'un  champ  de  force  uniforme. 

L'axe  lo  et  le  moment  Ko  d'un  aimant  .4  ont  été  définis  [n"  l(>4) 
par  l'axe  >^  et  le  moment  ko  du  système  équivalent  £  d'éléments  de  so- 
lénoïdes, et  ceux-ci  par  les  équations  (lar).  En  observant  que  chaque 
aire  d'un  de  ces  courants  se  réduit  à  un  seul  élément  ).,  ayant  pour 
normale  positive  j^,  la  |)remiére  de  ces  trois  équations  devient,  en  fai- 
sant la  substitution  du  n"  173, 


(.,,;)     ^^.=ffjnll^ffJ\%=fffK 


ou,  |)lus  explicitement,  en  décomposant  le  \olume  7::  de  1  aunanl  en 
éléments  dzs,  et  étendant  le  signe  2  à  tous  les  éléments  magnétiques, 
très  nombreux  par  hypothèse,  contenus  dans  drû. 


21-7) 


1 


,lr 
(te 


flzs. 


-jfpm 


(Irr,, 


ACTIONS    DES    AIMANTS    ET    UE    LA    TERRE.  ^!  S  > 

1/iiitensité  de  l'ainiaiitatioii ,  au  point  {x,  y,  z),  a  élé  n'|)ies('ii- 
tée  (198),  en  grandeur,  direction  et  sens,  par  une  droite  «l),  issue  de  ce 
point,  et  avant  pour  prfjjcctions  sur  les  axes 

.,«)  ,..ï^.  ..JtM.  ,„_Ii!#. 

Introduisant    dans    (217)   les    notations   (-îlS;,   on    définit    [n"    Kîi- 
I  a\c   i  „  cl  le  moment  K„  de  l'aimant  parles  trois  équations 

(219)     a.,K„  =///«<!>  f/57.     ,'î„R„  =  ///;;<Dr/';7,     --^K,,  ^  f fh/'V dv.. 

a  n  n 

],es  énergies  du  système  £  et  de  raimani,  dans  un  champ  de  l'orée 
uniforme,  ont  donc  les  expressions  suivantes,  dont  la  première  est  la 

lor-iiiiilc    I  29), 

(  ^^oj  Wy.  £  =  -  k„  I)„  cos(l)„,  ii„), 

(220')  W,^  ,  =-  K„r)„cos(l)„.-i,„), 

et  dans  lescpieiles  1),,  désigne  la  force  directrice  du  svstème  exlérienr 
agissant  .V  au  point  ^I  (Xy,  v„, -„  !,  lié  invariablement  à  raimanf.  et 
pris  arbitrairement  dans  le  cliamp  uniforme. 

On  voit,  pai'  les  équations  (12'i)  et  (1  28)  et  par  leurs  analogues,  que 
l(sa(li()ii'>  i(l(iili(|U(s  (le  M'  .sur  S  et  sur  ^^  se  réduisent  à  un  couple, 
qui  est  dans  il- plan  de  l'angle  (  I)„,  4^0)  <••'  r)...  '  0  .  tend  a  dimiiuici 
cet  angle,  el  a  pour  moment 

f22l  i  —  k„l)„  SUl^^Du,  }^a)  —  —  RuD„sUl  J)„,.to). 

I7(».  Donc,  lorsqu'un  clément  magneticpie  A',  el  l'élemenl  eipnv.i- 
icnl  /  de  solenoïde,  sont  assujettis  unicpiemciit  à  avoir  leurs  ci-ntresdc 
gra\ité  fixes,  et  cpu'  ceux-ci  sont  places  successi\emeiit  eu  un  même 
point  ().  sous  l'action  d'un  même  svstème  extérieur  .1/(11"  17.'^".  leurs 

axes  i  cl  r  oNcilIcul  l'un  ri  1. Mille  autour  de  la  fone  dircctiK  c  I) 
lie  M   au  point  O. 


W,,/., 

=  k 

\\r 

==K 

<)\\,r 

^V)/'.A 

O-h 

28/j  LE    CORDIEH. 

Les  formules  (220)  et  (220')  s'appliquent  ;i  un  élément  k  de  solénoïde 
et  à  un  élément  magnétique  A',  placés  dans  un  rliauqî  de  force  <piel- 
conque.  On  a  (n"  175] 

(2221  W„^  =  k^^=-kDcosfD, 

—  KDeosfD.-v 


Ihage  de  deux  Jliiides  Jiclifs  pour  la  représentalinn  de  toutes  les  foi  ces  ol/ser- 
K-nbles  entre  les  courants,  les  aimants  et  le  niagnétLsine  terrestre. 

177.  Soit  ,s  un  solénoïde  (n°  19),  situé  tout  entier  en  dehors  de  .V, 
avant  pour  axe  inie  ligne  L  ==  np,  dont  l'axe  ^fait  partie,  allant  de  son 
pôle  négatif  n  à  son  pôle  positif  p,  et  composé  d'un  système  d'élé- 
ments k  de  solénoïde,  d'axe  L,  d'intensité  I,  dont  les  aires  planes  ). 
partagent  I.  en  éléments  §4^  assujettis  à  la  relation 

(223)  :;-^  =  VT  =  une  constante  (7.       8  et  25). 

Un  observateur  traversé  des  pieds  à  la  tète  par  l'un  de  ces  courants, 
et  regardant  l'axe,  aura  le  pôle  positif  à  sa  gauche.  Soient  les  mêmes 
notations  accentuées  pour  un  second  solénoïde  -s'. 

1  78.  La  défniition  des  pôles  s'applique  à  un  élément  k  de  solénoïde  : 
les  pôles/)  et  n  sont  le  commencement  l't  la  fin  de  son  axe  j\ 

.Soient  deux  fluides  fictifs,  Win  positif,  appelé  aussi  nord  ou  austral; 
V-AWire  négatif,  appelé  aussi  ^/^^Z  ou  boréal,  susceptibles  d'avoir  une  ou 
plusieurs  dimensions,  ou  de  n'en  avoir  aucune,  et,  dans  ce  dernier 
cas,  ils  seront  ajipelés  molécules  fictives .  En  plaçant  aux  |)ôl(>s  n"  177) 
des  deux  solénoïdes 

/'.  ".  p'i  n' , 

les  molécules  fictives  qu'on  appelle  au.ssi  niasses  des  pôles, 

,      ,,       *        U        k  \<       %      VV        k'        -,  k' 

(  224)        a  =  TjT  =  T^'     \J.  =  -  57'      V-  ^W"^  ?4^''     '"■  "^  ~  âc' 
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suiiiHnilccs  OU  |)rivé«'s  de  leurs  signes,  suivant  qu'ils  seront  ou  non 
(Il  t(  iniin<  s,  cl  ;i|)|)li(|u;int  l'éciuation  (45)  dans  laqiielley'=  i  (u"  .">(>;. 
;m  cis  ou  trois  des  dimensions />/?', /)«',  np' ,  nn'  sont  infinies;  on  voit 
i|iic  l;i  |);irtie  finie  de  l'énergie  W.s.s  «lesienl 

(225)  limW.s..s  =  W^,,,. 

en  posant 

(22G)  W,,,,=  W,.,,=  Ç'; 

y.  et  y.'  désignant  les  masses  (l<'s  deux  pôles  dont  la  distance  r  est  linie. 
et 

l'énergie  du  système  des  deiut  molcutles  fictives  v.  et  •).' . 

La  somnu;  des  travaux  virtuels  élémentaires  des  actions  nHilutll»  ^ 
de  ces  deux  so/énoïdes  indéfinis,  en  continuant  de  regarder  leurs  axes 
comme  fiexihles  et  inextensibles,  est  (03) 

(228,  lim[rfc-(-s',-S)  -+-  di-iA,s-)\  =  -  dW^,.^^=  '^  dr. 

170.  Donc  l'action  mutuelle  de  deux  solénoïdes  indéfinis,  dont 
les  axes  sont  flexibles  et  inextensibles,  se  réduit,  en  \erlu  des  liaisons, 
et  outre  les  forces  qu'elles  détruisent,  à  une  action  et  à  une  n  action, 
égales  et  de  sens  contraires,  atlracti\es  ou  répulsixcs.  entre  leur», 
pôles.  On  représente  cette  action  mutuelle,  tu  disant  (pie  les  masses  a 
et  [;.' de  ces  pôles  agissent  entre  eibs  sin\ant  le-<  lois  de  Couloml'. 
c'est  à-dire  s'attiicnl  011  se  repoussent  (oninie  1  Cxpiime  la  liiiiiinJc 
algél)ri(pie 

(22<))  Hepnision  {'/,'/■)  =  répulsion' y.,;/.')  ^  '-^  ■ 

Les  trois  autres  actions  mutuelles  des  p(">les  sont  iniimnn>nt  pelit«'s. 
et  leurs  moments,  par  ra|)p(irl   a  lui  axe  (piele()n(]ue,  sont  des  ndini 
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nient  petits,  dont  l'ordre  n'est  pas  moins  élevé  que  l'inverse  de  leur 
distance. 

La  formule  (/j5)  devient,  en  y  laisaut  y.  ^  f ,  à  l'aide  tie  la  nota- 
tion I  22G), 

'2'3o)  W.s.,s=W^  ,-hW    ^-h\\\  _  +  W_  _: 

(JL',  tx  p:,  a  [i\  'J.  IX'.  a 

et  l'on  \(jit,  par  eelte  équation  (a'io)  ou  par  l'étpiation  (41)).  que 
l'action  nnituelle  des  deux  solénoïdes,  en  supposant  leurs  axes  flexibles 
et  inextensibles,  se  réduit,  en  vertu  de  ces  liaisons,  et  outre  les  ac- 
tions qu'elles  détruisent,  aux  quatre  forces,  dont  deux  sont  attrac- 
tives et  deux  répulsives,  que  représente  la  formule  {229). 

La  partie  bien  définie  -^f.,  du  potentiel  d'un  élément  k'  de  soiénoide, 
au  point  (-r,  v,  :■  )  situé  à  la  distance  finie  r  du  commencement  {-r  ,y',  :■'  ) 
de  son  axe  4;%  est  donnée  par  l'équation  (Sa).  En  y  substituant  (223], 
elle  devient 

(2'3i)  ^v=y-';y^.  oc'. 

ce  cpu  donne  pour  la  partie  bien  définie,  au  même  point,  du  potentiel 

d'un  solénoïde  s', 

,1.' 


_  r  ,.i     -,  - 


(232)  ■<?g,,=^ 

r,  rp-  et  /•„<  désignant  les  distances  du  point  extérieur  \J-\y,  z    au  point 
{x',y,  z')  de  L',  et  à  ses  pôles 

p',  n', 

ou  sont  placées  les  molécules  fictives  (224) 

k'  "  Ix 

(  233  )  ])!  =  ^r-,  ■>     ,"•'=—  ^-r,  • 

Si  l'un  des  pôles  est  à  l'infini,  soient  y.'  la  masse  de  l'autre  et  /■  sa 
distance  au  point  {x,y,z\.  On  appelle /jo/e/i/i'e/  de  la  molécule ficlhe  ;/, 


I 
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ati    point  (.r,Y,z),   qui   on  est  a   la    distainc    /,  l'oxprcssion  (Ic'dinlc 

(If  (232  j 

(2^,)  lim^?.s.  =  ^V=  ii; 

et  (  2^2)  (Icvieiil 

(232')  \^S'  =  V^+V_. 

H'  11- 

Donc  la  partie  bien  définii;  du  potentiel  d'un  solénoïde  s'  est  la  sonnnc 
des  molécules  fictives  (2331,  placées  à  ses  pôles. 

On  a  aussi,  |K)nr  un  élément  /,'  de  solenoide,  en  hn    applupianl   l;i 
définition  (  178), 

(232"  VV- =  V+  -1- V_. 

a'  a" 

En  elTel,  en  ajoutant 


V_=—     et     V^_=^—     ou 


'';='-{k^w'<^- 


on  ti'onxe 


et.  en  ^uUstitnanl  ,2Ji,,  on  o])lient  i  232"  . 

180.    Les    pôles  d'un    clément    ma^néticpie    A'  seront    (i^tnn^   les 
pôles/»' et  n'  {  n"  178)  de  l'élément  équivalent  k'  de  solénoïde  (n"  175  . 
L'équation  (  173I  ■Ç^.  =  V/,-  et  l'équation  (u32"l  donnent 

(232"j  Va.  =  V.  +  V_. 

Donc  le  potentiel  iVun  élément  magnétique  est  la  somme  des  poten- 
tiels des  molécules  fictives  (  233  ,  placées  à  ses  pôles. 

ISI.    l'.n  vertu  (!(>  la  (lirniilinn  I  i<»  et  des  fornndes  '  232"\  f  232"  . 
le  s\stéin<'  (ictil  r(|in\al('nl   soil  .1   un  clément  de  solénoïde,  soit  ;i   nu 
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élément  magnétique,  sera  défini  celui  des  deux  molécules  fictives  (233), 
placées  à  ses  pùles. 

182.  Généralisant  (234)  et  (22G),  on  appelle  potentiel,  au  point 
(a',1',  s),  d'un  système  on.'  de  molécules  fictives,  dont  les  masses  ;j.',  , 
[j1.,.  . .  .  sont  à  des  distances  r,,r.,,  . .  .  du  point  [x,f,  z),  la  somme  algé- 
hricpie  des  potentiels  de  ces  masses  au  même  point 


énergie  des  actions  mutuelles  de  deux  systèmes  ,011.,  oxC  de  molécules 
fictives  a,,;;.,,  ...  et  jx', ,  a'., ,  . . .  la  somme  des  énergies  de  toutes  les 
combinaisons  d'iuie  molécide  de  .HV  avec  une  molécule  de  ;ill  , 

et,  en  substituant  (234)' 

(235')  W;-,|-,,,;i|-,  --^[^-«V;-,|-,.(;r„.  v„,s„), 

.r„,  >'„,  z,,  désignant  les  coordonnées  de  [j.,,. 

Le  travail  des  actions  mutuelles  des  deux  systèmes  .m,  ,">n',  après  des 
déplacements  quelconques,  est  égal  et  de  signe  contraire  à  la  varia- 
tion de  l'énergie  (235) 

(  236  )  E  (  ;ilt ',  ;iR  )  +  G  (  .:ill ,  ."•le  '  )  =  —  -^ W;i|-j_ ._  ;i|-^ . 

En  effet,  ce  théorème  se  vérifie  immédiatement,  quand  ciiaque  sys- 
tème se  réduit  à  une  molécule,  et  se  généralise,  en  vertu  de  la  défini- 
lion  (235),  par  une  double  sommation. 

185.  L'énergie  (235)  représente  la  somme  des  travaux  des  actions 
nmtuelles  des  deux  systèmes  ;m,  OR  quand  toutes  les  distances  /■„,/ 
deviennent  infinies. 
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lui  effet,  la  valeur  finale  (lu  dernier  membre  (le  2'3')  étant  nulle,  le 
sciond  membre  de  (2'iC)\  se  rt^duit  à  la  valeur  initiale  de  W,i|;   .^p^ . 

ISi.  Si  toutes  les  masses  de  OÏL  sont  (égales  et  de  signes  contraires 
ilcii\  H  deux,  r('nergie  W;)j-j^'  ;i|-j^  est  aussi  la  somme  des  travaux  des 
actions  nuituelles  de  toutes  les  condjinaisons  deux  à  deux  dune  mo- 
lernle  de  ;)[l  avec  une    molécule  de  oro  ,   lorsque   y.,    vieiil    coincidei- 

.i\ec  a,,  'J.2,  avec  <j.^,  et  ainsi  de  suite.  Dans  ce  cas,  le  seul  (|in  se  pré- 
sente dans  la  tliéorie  du  magnétisme,  ^^  ,i|,.  ..)|-^  jient  être  appelé  le  Ira 
i'uil  e.rlèrieur  de  la  neutralisation  de  OU 

1,1  démonstration  sapei'coit  innnédiatemenl. 


\clii>n  (l'un  snlénoïtle  -S'  sur  un  éléinenl  de  courant  ualertciir   \ih. 
(fui  va  de  l'ori:;ine  au  point  jr -^  djr,  y^=dy,  z  —  dz. 

185.   Cette  action  se  réduit    n"  ii."    a  une  lorce  uiiupic.   applup 
à  rori"iiie:  et  en  subsliinant    ',>32     dans    "io  .  on  trou\e 


,  (S,  !</*),=  iB^  -hl      I  ds 

V 

,  [S',lds),  ----  ri^ 


23-^  ,  (S  ,  1  ds),     -   ri^  -^  ri-    I  ds. 

f  (-S  ,  1  «/5j,  ==  Ç,  +  Ç       \ds. 

V-'  V- 

en  p(jsant 

U^ds^[dz-^,-dY-^^)\\,, 

Or  I  ((piatiMU  \\i  ;      '--- •  d.iMS  bupuile 


W 


r=^\(x'  —  j:)--h\f'—yy+-[z'  —  zf     et     .r^v=  = 

Juurn.  (/<■    1/m/A       ('  -irin  ,  lomc  X.—  Scftcmbie  188}.  J 
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(loiiiic 

/_q^-,  àX^,.  ,,r'        ()\'^.  ,v'        ,)\  ,;■ 

(  209  -■—  =  [J.     .. .      — r—  =  <j.  —,      -~^  =  u  —  ; 


2^^^:'.>»^^ziiH 


a^io)  '  Ti^cls  =  7. 


■  /' 

_  '^ ,z'i,ti.r  —  .T'i,dz 


C,^  =  a"''-^^'T'''"^' 


y       ,  ,  v),  <y;  —  z'„-  civ 

=_  c/^  =  a  • ; ■- 


I  240  )  <   •/;     ds  =  'J.  — :r—^ , 


■y     1           , •>',,  'ly  —  y'n  'I' 
u_  ds  =z  p. ^ — -^ 


186.   L'action  ilu  solônoiile  -S  sur  I  cAestdoiio  la  nsiiltaiitc  des  dt-iix 
forces  a|)plif|iiô('S  à  l'oni^ine 

;  24  I  )  ./l  I  di     et    f_  I  ds. 

avant  pour  coni])osantes    2/10  et  2  |0 

(  242  I     t^\  (Is,      n^  1  ds,     Ç^.  1  ds     et     S   I  ds,     r,_  I  <ls,     l_  1  rA. 

En  dirigeant  les  axes  de  manière  que  l'on  ait    fig.   i  '\ 
dx=dy=:o,    dz  =  ds,    3:^— o,    yj>o.     d'où     y,,  = /•,,  sin  /y  .  r/.v  . 
les  ec|nations    240)  donnent 

[1'  ''3  Ji  "  !!■ 


(1  Où 
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ç.  >  o,    f^^  1+-=  Tf  si"  ri,,ds  . 


V-  V-'  '  I' 


Fig.    1',. 


Ainsi  la  l'orcc  /'.  e»t  dirigée  suivant  l'axf  des  x  positifs.  Donc  : 

IS7.    La   force  /"    est    perpendiculaire  au  plan    |tassaiit    |)ar  / .,    cl 

par  ^A    :    elle   se  trouve    à    la    droite  d  un    observateur    traverst-  des 
|)ie(ls  a  la  lete  |).ir  le  courant,  cl  regardant  le  |X)le  positif//. 

Si  le  courant  du  solenoide  est  iiilerxerti,  ses  pôles  et  son  poten 
tiel  -î'hï  ]  ciiangent  de  signe.;,  ainsi  que  les  compo.santes  a  >S  Doik 
rc'iunicé  187  donne  lieu  au  siii\aut. 

IS7.    I,a   force  /     est    per|)eii(liciilaire   au    plan  |)assant   par  r,,-  el 

JKU-  (ls\  elle  se  trouve  à  la  gauelie  dun  observateur  traversé  des  pietls 
à  la  tète  par  le  courant,  et  regarilant  le  pôle  négatif  n  .  Elle  a  pour 

eN|)ri'ssioii 


•-iVjl 


/_  =  -Tîsin  r„  ,  ils 


Si  l'un  des  |)ôles  du  solenoide  s  est  a  l'infun.  son  potenln-l  se  ré- 
duit (2,'^'\  ]  à  celui  de  l'autre  pôle  a',  et  son  action  sur  I  ds  a  l'une  des 
deux  lorci's  7.\\  .  l/aclioii  licti\e  de  v.',  ex|)riin -e  par  l'un  des 
groupes    de    formules      'i'io,.      ^  1"    •    représente    donc    cette   action 
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réelle.  Celte  ronvention  permet  d'écrire 


'J.  ,  l  as  1^  =  1  [J. r. ; 


,                                   /    •   T  -7  1         -,    ,  s' dx  —  a'  dz 
2  |0    '         ■  '   ( p.  ,  I  CM  )_,  =  I [J.  ^ 


t   ]  ,         .    ,  X  dv  —  Y  dx 

et  (le  (lire  que  raotioii  de  a  sur  Ids  satisniit,  suivant  le  signe  de  y.  .  a 
1  ini  (les  énoneés  187,  187  . 

188.  .Si  les  fluides  Hctifs  existaient,  il  faudrait  les  aj)|)eler,  suivaiil 
1  usage,  fluides  magnétiques,  et  l'action  réelle  de  la  molécule  magné- 
tique m  sur  I  ds  s(>  réduirait  nécessairement  à  celle  que  donne    ^'\o" 

ou  (5o) 


m\  I  (h  i,  =.  I  (  ^  dy  -  ^  dxy 


,       ir  '17  I   /    <^^  m       1  à\  „,•      , 

2/(0    >  {  \m.  .\ds\-     \\  —. —  dx ;; —  d. 

'  -  ^     oz  ôx 


en  posant    'i3/j 


En  effet,  une  ligne  Cjuelconque  L  ,  qui  va  de  m!  à  l'infini,  étant  par- 
tagée en  éléments  égaux  §4^,  on  obtiendrait  \\\\  filet  m.agnètique  indé- 
fini, en  plaçant  les  deux  molécules  magnétiques  —  /«'  et  +  m  au 
commencement  et  à  la  fin  de  chaque  élément,  et  un  solénoïde  indéfini 
équivalent,  en  remplaçant  chaque  couple  magnétique,  ain^  construit 
siu"  un  élément  âs\,  par  l'élément  de  solénoïde  équivalent  n"  î8l  . 
Or  l'action  du  solénoïde  sur  I  c^i  se  réduirait  à  l'action  fictive  de  son 
pôle  y. ,  rejirésenlée  par  les  écjuations  (240").  Tout  revient  donc  a  dé- 
montrer que  l'action  identique  du  filet  magnétique  se  réduirait  à  celle 
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(\f  m  .  Or  cela  résulte  de  ce  que  l'action  sur  I  ds  des  deux  molécules 
magnétiques  +  m  et  —  nz  superj)osées  eu  un  point  de  division,  équi- 
valente '  n"  181)  à  celle  d'un  élément  de  solénoïde  dont  le  moment 
est  nul,  le  serait  aussi,  et  de  ce  que  l'action  du  pôle  situé  à  l'infini  se- 
rait inliiiiiiii'iit  petite. 


tr/iit/i  ilii  sysli'iiie  .)/'  (  n"  173)  sur  un  solénoïde  e.rU'iieiir  ^,  dont  Idtr  I, 
est  Jlej-ihlt'  cl  inextensible. 

ISÎ>.   Cette   action  se  réduit,  en    vertu  des  liaisons,    et    luilre   les 
forces  qu'elles  détruisent,  a  d<'ux   forces  (A/',  j^.),  \M',\l),    appliquées 

aux  pôles  de  s,  et  proportionnelles  à  leurs  masses  a,  a.  Pour  y.  i. 
la  première  est  la  force  directrice  D^,  de  .1/  au  pôle  positif/?  n°  177  , 
et  la  seconde  est  égale  et  opi)osée  à  la  force  directrice  l)„  de  .1/  au 
pôle  négatif  n. 

En  effet,  en  substituant    aa/i  )  k  =  y.  5.(^daiis    Ji6  ,  on  a 

d'oii  résulte,  pour  l'énergie  de  l'action  de  .1/   sur  -■>, 

\'p  et  V„  désignant  les  valeurs  du  potentiel  de  .1/  in\  pôles/;  et  //,  liées 
entre  elles,  en  cas  d'ambiguïté,  parla  condition  (pie  I  une  se  déduise 
de  l'autre,  quand  on  suit  la  variation  de  \  sans  discoiitinuile  eu  par- 
courant l'axe  1.;  et  |)our  le  travail  virtuel  élémentaire  de  celte  action 

"Mais  A,,,  H,,,   C,,   étant   (n"  iO     les  composantes  de  1),,,  les  e(pia 
lions  (23    donnent  A,,  pour     -    .— ^'•,  et,  pour  5V^,    — -T-^c?.r,,      ..   . 


■_>q\  LE    COKOIEH. 

OU  A,,ô.r/, -r-. . .,  ou  oè  D^;  et    2/18)  devient 
y^J.!^S■)  (?(?  =  J.(5eD^,-ofD„i. 

Donc  l'action  de  M  sur  s  se  réduit  aux  deux  forces 
048")  Jd^,  ;^D„, 

appliquées  aux  pôles 

dans   le  sens  D,,     et     en  sens  contraire  tie  1)„. 
ce  qui  démontre  Ténoneé  189. 

hcjinilioii  lie  la  l'dilic  hicn  déjiiiic  K'CiXC  (ht  potentiel  du  système  Oit'  (11"  106) 
('/;  un  point  extérieur  {.r,  y,  ■?)• 

190.  La  l'orme  la  jjIus  générale  du  potentiel  du  système  OR',  au 
point  [x,  y,  z],  est  (  83) 

¥■■)]-;_■  =:  i  V£.  -f-  iV  j.  H-  une  constante  arl)itraire 
ou 

V;-,]-j^,  =  i\o-,  + iVj,  +  une  autre  constante  arbitraire. 

Kn  donnant  à  cette  dernicre  constante  la  \aleur  zéro,  on  a  la  fonction 

(2.49)  \');.|-,.  =  itp^-  +  :i;v.,.. 

qui  sera,   par  définition,   la  partie   bien  définie    du  potentiel  du    sys- 
tème 011'. 

190'.  On  peut  donner  pour  seconde  définition  de  \i^)\i  le  poten- 
tiel du  système  de  molécules  fictives  oiv^,  équivalent  à  311',  c'est-à-dire  de  la 
distribution  des  fluides  fictifs  obtenue  en  décomposant  chaque  coin-ant 
fermé  en  éléments  de  solénoïdes,  et  chaque  aimant  en  éléments  ma- 
gnétiques, remplaçant  chaque  élément  magnétique  par  l'élément  équi- 
valent de  solénoïde,  puis  tous  ces  éléments  de  solénoïdes,  de  l'une  et 
de  l'autre  catégorie,  par  autant  de  couples  de  molécides  fictives,  ayant 
les  masses  et  les  positions  déterminées  par  les  formules  (224),  etTéqua- 
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lion  ^2^9    éqiiivaiil  à  la  stiivaiitc  : 


'^;)n.=V.i 


m 


hi; finition  de  Viinerf^ie  dcsnclionx  nuiliiel/es  entre  un  système  OR.'  de  voulants 
fermés  permanents  et  d'aimants  dont  le  magnétisme  est  rigide,  et  une  mo- 
lécule ficti'.'e  de  masse  [x,  placée  au  point  (.r,  v,  :)■ 

lî)l.  En  supposant  que  tous  les  points  de  l'axe  L  du  solénoide  -s, 
auquel  s'applicpie  la  formule  (217),  soient  extérieurs  au  svsténie  .in.'. 
et  aux  nappes  de  surface  fermant  les  ouvertures  annulaires  f|u<'  peur 
|)résenter  ee  système,  celte  fornuile  peut  s'écrire 

(  ^5 1  ;  W^o^.,.s  =  ;I[-»?oiv(/')  -  ^'^;1n.■(«)l  ■ 

Si  le  pôle  n  est  seul  à  1  infini,  Y.i|-j^/(/i)  étant  infiniment  petit,  v  .i|;     // 
lest  aussi  (aSo),  et  faSi)  devient 

limW;-,)-^.  s    :  ^).■^'^^^■' p  . 
l'arcillcnicnt,  si  p  est  seul  à  l'infini, 

limW;ip^^   .s       y.v'.iiv    n  . 

On  comprend  ces  deux  cas  dans  une  seule  formule,  dans  la(|Uilli'  on 
suppose  (jue  le  pôle  a  est  seul  à  distance  finie,  au  point    .1 .  y.  : 

(•2)2  1  limW.ii-^^.  .S  —  aV);i|;;  j:,  >',  ;  . 

('.'est  |)()nri[uoi  on  est  coum'uii  d  ap|ii'U'r  ciiert^ie  des  arlimis  mitluclles 
entre  le  système  OIV'  cl  la  inoléctilc  ftcti\c  y.  la  inn(  lion 

cl  alors  ^2Sa)  devient 

(2J2')  limW.ii;  s      ^^'.<r^'..i- 
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<,)ticl(jiies  exemples  de  siibslitiition   d' un  syslènte  de  inoléculea  Jiclises 
aux  courants  fermés  et  aux  aimants. 

WVl.  L'écjuatioii  (247)  devient,  en  y  inlrodnisant  la  notation  (  253), 

(254)  W3,-,.,,s  --=  Wai-,',;  4-  W.,,-,.  ^^; 

mais  il  f'anl  sup])oser,  dans  [-i^i' )  et  (254),  que  l'axe  1.  ne  rencontre 
ni  .Ti^'  ni  les  nappes  fermant  les  ouvertnres  annulaires  des  courants. 
La  formule  (254)  s'applique  à  un  élément  de  solénoïde 

(  255  )  W;i,-, ._ ;,  ---.  W;ir,  ■,;  +  'VVort ■.  a- 

En  effet,  en  ajoutant 

et 

w;),v.;  - 1  v,rAp  ;  =  i-  [•^;)iv(«  :  +  '^^^^^  ^c] . 

on  ti'ouve 

el,  eu  substituant  f  i\&\,  on  ol)tienl  (ajSj. 

193.  L'énergie  (2 '(G  )  de  l'action  de  ;V' sur /■expi'une  le  tra\ad,  rolalii 
à  ti'ois  axes  fixés  à  M' ,  de  l'action  de  M'  sur  un  jjôle  de  /",  parcourant  S  '^. 

Cela  résulte  immédiatement  de  l'équation  (255)  et  du  n"  184-,  si  le 
magnétisme  terrestre  ne  fait  pas  partie  de  M' .  S'il  en  fait  partie,  lex- 

prcssion  (224)  U  =  ['-^'i-,  substituée  dans  (222  .  doiuie 

W^y.  /.  =  -  ;xD  cos^  D,  ^i  c?o 

et,  puistpie  V  produit  (248")  sur  [j.  la  force  F  =  y. I), 
(216;  \V,/ j;  —  -  FcoSi^F,  1^)  Ji;,  c    Q.    F.   n. 

iî)4.    L  énergie    2 '17   représente  le  travail,  rtlatifà  troisaxes  fixés  à 
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M' ,  de  l'action  F  de  M'  sur  un  pôle  do  solénoïdc  ■-;,  qui  en  partourrait 
l'axe  1^  dans  toute  sa  longueur. 

(!ar,  en  intégrant     2")(j;  de  i^=  o  à  -!^=  I-,  on  trouve 

(217)  W.,,-,...s=--  f  Fcos(F,  .;)rf4:. 

\\)o.  Les  actions  du  svslènie  fixo;)n.'(n"  175';  et  du  système  équiva- 
lent or*.„(n"  190)  sur  un  élément  \ds  de  courant  linéaire,  fixe  et  per- 
manent, sont  identiques. 

Car  on  a  vu  (240"  )  qu'elles  se  calculent  par  les  niénus  iorniulesf  jo  1, 
dans  lesquelles  il  finit  introduire  successivement  les  deux  poten- 
tiels f  2  H)  . 

iy(».  Soient /„  et  /.-,,  les  systèmes  liclifs  (pii  équivalenl  a  deux  élé- 
ments X-,  k'  de  solénoïdes,  et  se  cominiscnl  (  liacun  de  deux  molécules 

fictives  a  et  a,  \j.'  et  \i.' .  Les  quatre  actions  |)niduites  par  X'  siu-  X-,  par  X„ 
sur  X-,  par  X'  sur  X,,  et  par  lx\,  sur  X,,,  sont  idenlicpies. 

107.  Les  actions  nuilueilcs  entre  X\,  et  X"  sont  de  nature  à  se  faire 
équilibre  sur  un  système  rigide. 

Les  démonstrations  de  ces  deux  énoncés  se  déduisent  i.icilenuMit  des 
formules  qui  précèdent. 

11)8.  foutes  les  actions  observables  qu'un  aimant  .1  et  le  sxstèmt- 
equi\alfiit  Z,  d'éléments  «le  solénoï<les  éiirouvent  et  produisent  sont 
identi(pies. 

Cela  été  démontré  11"  17i)  pour  les  actions  que  les  deux  systèmes 
reçoivent,  et  cela  résulte,  pour  celles  qu'ils  produisent,  de  ce  qu'elles 
se  calculent  parieurs  potentiels  1\\  et  2l  %"•;;,  dont  l'égalité  résulte  di; 
la  relation  V^  =-^k  ('7''''- 

Al)pliquant  ce  résultat  au  cas  partit  nlier  d'iiii  élément  inagiieti(pie  : 
remplaçant,  dans  l'énoncé  lîKî,  les  cléments  /  et  X'  de  solenoides  |)ar 
les  éléments  magnéticpies  étpiivalents  A"  et  A";  appelant  A„  et  A'„  li-s 
svsièmes  fictifs  ecpiivalents  à  ces  éléments  magneti«iues.  et  étendant 
la  propriété  107  aux  éléments  magnétiques,  on  obtient  le  |)rincip<' 
suixaiil  : 

Journ.  ilf  Math.  {S'  stirio),  tome  X.  —  StrTEMniir.  i88.'|.  J^ 
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19Î)  Toutes  les  actions  mutuelles  entre  A"  et  K,  entre  K\^  et  A',  entre 
A'  et  A'ii,  eutui  entre  A'^'/et  A'„,  sont  identiques,  et  susceptibles  de  se  faire 
(•i|nililM-e  deux  .'i  deux  sur  un  s\sl('ine  rigide. 

Siihsiil  iilion.  failc  par  Aniphc.  il'  un  fciiillcl  ma^^'^/iciiqtic  à  un  courant 
fcrnii-  Z,  d'inlensitc  confiante  I  l'I  de  lonL'ueur  S. 

'200.  Soit  A„  une  aire  assujettie  uni(juenient  a  la  condition  que  .S  en 
constitue  le  pénmélre  tout  entier.  Eu  élevant,  en  chaque  point  de  cette 
aire,  inie  normale  positive  infiniment  petite  np  —  ()i^,  de  longueur  con- 
stante, ou  variable  suivant  une  loi  continue,  on  obtient  une  aire  A^,,  lieu 
des  points  p.  On  est  convenu  qu'un  observateur,  traversé  des  pieds  à  la 
tète  par  le  courant,  verrait  Si,^  à  sa  gauche,  in  fixant  sur  A„  et  A^,  deux 
couches  de  fluides  fictifs,  l'une  négative,  l'autre  positive,  de  manière 
que  la  ma.sse  totale,  interceptée  par  tout  canal  avant  pour  généra- 
trices des  lignes  np,  soit  nulle,  et  que  la  densité  de  surface,  correspon- 
dant à  un(M''paiss(>ur  ï^i^  ,  ait  pour  \aleur  absolue 

(208)  9  =  hc 

on  obtient  une  distribution  de  matière  fictive,  appelée /eM///c/  magné- 
tique èxiukalenl  au  courant  Z,  équivalente  au  courant  pour  toute  ac- 
tion observable,  qu'il  peut  produire  ou  lecevoir,  lorsque  le  feuillet  et 
la  ligne  S  sont  rigides. 

En  effet,  on  peut,  sans  changer  aucune  de  ces  actions,  décomposer  z 
en  élémentsdesol('noïdes,dediniensions  infiniment  petites  par  rapport  à 
d*i^,  substituera  chaque  élément  /-,  d'aire r/\„.  le  svstème  équivalent X„ 

(n"  19(>  !,  en  plaçant  y.  sur  A„  el  ;;.  sur  A^,,  puis  repantlre  unifornument 
ces  deux  niasses  fictives  sur  les  sections  droites  dA,,,  c/A.,  d'un  canal 
orthogonal.  On  obtient  ainsi  les  deux  couches  de  l'énoncé  200,  satis- 
faisant, pour  chacpie  élément  de  solénoïde,  à  la  relation  (22 'ij  y.  =  —  • 
qui  devient  (2)8),  quand  on  remplace  y.  par/sr/A^,  el  k  par  \(lA^.. 
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Î5    XI.     —     Sur    CEUTAINES    nOBIXES    qui    jouissent    APPIlOM.MATIVL.Mr  m 
ou     RIGOUREUSEMENT      DE     Ql^ELQUES     PROPRIÉTÉS     DES     ÉI.ÉMIMS     DE 

SOLÉNOÏDES. 

Iliihinc  sfiliri  i<jUf. 

'201 .  Soit  z'  un  s\  sli'ine  rigiclt-  de  courants  fermes  perniaiiciits,  d  {gale 
intensité  I',  parcourant  dans  le  même  sens  xy  les  intersections  d'une 
sphère  de  ravon  R' avec  des  plans  parallèles,  équidislants  et  iiifiiiiineiit 

Fig.   ij. 


\oisinsdeux  a  deux.  Soient  (  )'  son  c'entre,  pris  |)our  origine  d  tni  s\s- 
téme  rectangulaire  d'a\es  a  giuiclie  fig.  1  "i  .  i-t  0:'  la  distante  dr  deux 
plans  coiisécnlifs. 

Applnpianl   i.i  dcliintioii  Î)S,  on  voil  ipie  (  )'r  est   I  axe 

(2%)  j;„ 

de  celte  liohine,  e|  (pi  en  design.uil  son  \  olnnie  par  h  ,  son  nutmenl  est 

2()0  k„  =  TTi  M    =        .,f..      • 

\  celte  i)ol)int'  splieritpie  ;'  correspond  n"  î>8  reléinenl  de  sole- 
iioide 

[■A\\)  /.„. 

d'inlensilé  infinie,  avant  aussi  pour  cintre  ()',  pour  moment  k„    ado^ 


3oO  LE    CORDIER. 

et  |)uiii-  axe  4^'„  (259).  On  va  voir  qu'il  équivaut  (n"  8  4-6)  à  la  hubinr 
sphérique  dans  tout  l'espace  extérieur 

(262)  v>£.=  \\;. 

En  effet,  la  bobine  sphérique  est  décomposable,  par  la  eonstruction 
(l'Ampère  (n°  3j),  en  éléments  de  solénoïdes  k' ,  de  moments  magné- 
tiques k',  et,  par  suite,  réncrgie  de  l'action  qu'elle  é|)rouve,  dans  le 
champ  de  force  d'un  système  extérieur  M,  pouvant  comprendre  des 
courants  fermés,  des  aimants  et  le  magnétisme  terrestre,  est  (26) 

w vr'^' 

ou  en  désignant  ])ar  A'  la  somme  des  aires  de  tous  les  courants  circu- 
laires, d'intensité  1',  qui  constituent  la  bobine  £',  de  volume  u  , 


W 1/  £■  =  il  dh.  -T—  —  —\  — —  dS.'  a; 


et,  comme  l'équation  f   f  f  Y  ]/du'  =  u'\  ^/[O]  exprime  une  piopriété 

fondamentale  du  potentiel,    V,^((y)    désignant  la    valeur  de   \  ,/  an 
centre  (  )'  de  la  sphère, 

d'où  (  2(")) 

(2G3)  W„^.  =  Wu,. 


*HVI.  Tout  système  i?/',  extérieur  à  la  bobine  s|)liérii|ue  n"  201  j, 
agit  donc  sur  elle  identiquement  comme  sur  l'élément  lictiT  X|,  26/ ) 
de  solénoïde. 


ACTIONS    nnS    AIMANTS    ET    DE    LA    TERRE.  3o  I 

Si  le  niagiiétisnic  tcrrcslro  ne  fait  pas  partie  de  J/,  l'équatiim    2(i''lj 
peut  s'écrire 

W£.,.„=W,..„. 

iiédiiisaiit  .)/  .1  mi  solénoiile  indéfini  -S,  plaçant  le  pôle  négatif  à  l'iii- 
iini,  et  le  pôle  ja  = -+- 1  au  point  (^r,  j,  z),  arbitraire  en  dehors  de  la 
Ijohine  201,  on  peut  (232)  remplacer,  dans  la  dernière  équation, 
Wr  ,/^  par  \'j£.(.r,  j,  s),  et  W/.;^..!/ par  VV»!-^»  .V-  =)">  t"'"  M"'  denionln- 
(262). 

Mais  ce  calcul  ne  donne  pas  le  potentiel  intérieur  de  la  hohmc.  Soil 
iVI„Al  nne  ligne  arbitraire,  dont  l'arc  /se  termine  an  jjoini  M  ^Jlg.   1  "i  . 

(aC)'!)  a;  =  asinô  cosy,     y  —  a  sin5  sir)ç;,     ;— acosO, 

il  dont  l'extrémité  M^  est  à  linfini,  ilu  côté  des  arcs  négatifs.  I.a 
|)artie  bien  delinie  du  potentiel  de  la  bobine  Z'  an  point  M  est  (  -76) 

en  posant 

\  —  îlL'  _  !^ 

26b  )  <   B  =  ^i ^- . 

()z  J.r 


et 
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Sulxstituant 


î68) 


on  trome 


■r'=  R'sinô'cosy', 
y  =  R'sinô'  sinçî', 
z'  =  R'cos5', 


>69) 


r=^/[x'-xy+{y-yy+{z'-z)\ 

F  =r — -  /     sin&'  d5'  /       ■-  (h\ 

l'R-   r'    .     .,    ,.,  r''^sin6'co5-i'   ,  , 
G  =  -yj-  I     sin5  clB  I      '-  ch  , 


Or  -  est  développable  en  série  convergente  sous  l'une  des  tleiix  formes 
suivantes    Calcul  intégral  d*i  M.  Bertrand,  p.   543  j  : 


(270)  Pour«<R'...    l  =  I,(p;,  +  p;^  +  p;g  +  ...  +  p;,^  +  ...). 

(271)  Poura>R'.  ..     i.  = -!-  fp',  +  P'  5.V  P!,  ^ +  ...  + P' —  +  ...V 


et  la  définition  la  plus  générale  d'une  fonction  \„  étant  i  nième  vo- 
lume, p.  "i-iO  toute  fonction  rationnelle,  entière ctdu  degrés;,  de  cos5, 
sinScosy  etsinSsins,  qui  satisfait  à  l'équation 

272  — ;—  -1-  cot5-T—  -t-  ^-—  -^^  -+-«;«  -i-  I  )\,,=  o, 

on  voit  que  les  deux  fonctions  sin5  simp  et  sin$  cosç)  satisfont  à  la  df^fi- 
nition  de  Y, .  En  désignant  par  Y„  ce  que  devient  Y„,  quand  on  accentue 
5  et  y,  on  a  (équation  60,  p.  543  du  même  volume;,  pour  nln', 

(273)  o=f  sine' dO'f    Y;,P„f/y'. 

Donc,  dans  les  deux  développements  de  -  en  série,  les  termes  en  P', 
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soiil  les  seuls  dont  les  intégrales  doubles  ne  s'animlcnt  pas.  On  liscal- 
(iilr  |);ir  11  rornuiic  (  "jf))  de  la  page  .543  du  même  volmnc  : 


27  V 


1"  siuO'dy  f   \\?\(h'  ---  -!-V,; 


et  les  l'oni  lions  1  i(n))  devieinient,  en  substituant    2(')H  . 

H  =  o, 

l'on.-  .,  >  W.  .  .  .      F  =-  |;:^,R"  J  =  |7rR"^  ^- 

'=^76)  !  ,  ,         ,    ,  '^ - 

3     0;'        a'         «3  oc    <^./- 

Il  =0. 


r--     d'-j^  ô\- 

-;  par  —  -pv'  on  trouve,  en  substiluanl 


llcniplac  uni  -r-rr  -4-  -ï-ï  pai'  —  t 
'      •         ().v-        1)}-  '  0 

(276)  dans  (270)  et  (271), 


1277; 


Pour  a  \\  .  .  A  —  o, 
B  =  o. 
,,        8      1' 


3     0 -' 


Pourrt>ll'...      A=='^nW~ 


>7«)  B=|;rR'»l 


0;'  (h  ,}; 


1      •''- 
3  0;     Jo- 
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puis,  en  désignant  ])ara"„,  Vq,  :;|,  les  coordonnées  tlu  j)()int  iVIo,  qui  est 
sur  /.  à  une  distance  infinie  de  l'origine,  (26,5  )  devient 

(279)    Poura<R'...     V'„„  =  ^7:^::^  (z„  —  s). 


Pour  «  >  R'. .  .     1?..,,  =  -  a  „  J_   ;     _^1_  dl, 

i'28o)-  -^      o,.^_  <).,,?/, 

\  o  0;    \  <)-■  ():■„  /  i  0;    a' 

en  supprimant  le  ternie  infininn-nt  petite,  <C  —  •  La  condition  cpie  la 

fonction  '^^  soit  infiniment  petite  à  l'infini  est  en  défaut,  ainsi  que 
la  dénomination  de  jiartie  bien  définie  pour  la  région  intérieure  : 
celle-ci  n'ayant  pas  de  |ioints  à  l'infini,  la  constante  :;„  reste  arbitraire 
dans  (2^9);  d'ailleurs,  quelque  valeur  qu'on  lui  donne,  la  fonction  <' 
est  discontinue  à  la  traversée  de  la  surface  sphérique.  Il  est  naturel  de 
choisir,  pour  la  symétrie,  la  valeur  :■„  =  o,  qui  donne  \''  =  o  dans  le  |5lan 
des  .ry,  à  l'intérieur  comme  à  l'extérieur  de  la  bobine;  et  alors  on  a 

(281)  x\,,=-^t:~z, 

La  force  directrice  D,  à  l'intérieur  de  la  bobine,  se  réduit  h  sa  com- 
posante C  :  elle  est  parallèle  à  l'axe  de  la  bobine,  dirigée  dans  le  même 

sens,  constante  aussi  en  grandeur,  et  ne  dépend  que  du  ra])port  ^-;  • 

La  partie  bien  définie  du  potentiel  de  l'élément  fictif  i  26 1  j  de  solénoïde 
étant  (52) 

on  voit,  en  y  substituant  1260),  qu'elle  est  identiqTie  avec  l'expres- 
sion (282). 
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20."».  Une  bobine  spbérique  agit  à  l'extérieur  comme  le  système  lU- 
tous  les  éléments  de  solénoides  dans  lesquels  elle  est  décomposabh-, 
transportés  parallèlement  à  eux-mêmes  en  son  centre  (). 

Kn  effet,  i  d\'  désignant  l'aire  plane  de  l'un  des  courants  circulaires 
de  la  bobine,  et  11  diV  la  somme  de  toutes  ces  aires,  (  2G0  peut 
s'écrire 

k'  =^,  f   dz'l  (IX'  =~  (   ùz'l  diV  =  m  d.V  ^  111' d\'. 

Orlll'dA'  est  la  somme  des  moments  de  tous  les  éléments  de  solé- 
noides transportés.  Donc  le  second  membre  de  (  283  est  la  somme  îles 
parties  bien  définies  de  leurs  potentiels,  calculées  après  le  tran.sj)orl; 
ce  qui  démontre  203. 

20  f.  Deux  bobines  spliérif[iies  concentriques,  de  révolution  autoiu- 
du  même  axeO-,  étant  parcourues  en  sens  contraires  par  deux  courants, 
on  peut  y  régler  lerap[)ort  des  intensités  de  manière  à  rendre  l'action 
du  système  nulle,  soit  à  l'intérieur  de  la  plus  petite,  soit  à  l'extérieur 
de  la  plus  grande. 

Il  suffit  de  vérifier  qu'en  distinguant  les  deux  bobines  par  les  in- 
dices I  el  2,  l'action  du  système  est  nulle  à  l'intérieur  de  la  plus  petite 
pour 

^28.',)  h  =  h, 

el  a  l'extérieur  de  la  plus  grande  pour 


(285)  R;»ij_=R';A. 


Les  pro|)riétés  qui  précèdent  montrent  que  la  bobine  spbérique 
serait  un  instrument  de  Pbysique  très  utile,  si  la  construction  précise 
n'en  offrait  des  difficultés  qui  n'ont  pas  été  surmontées.  C'est  poiu'quoi 
on  la  remplace  par  des  systèmes  de  bobines  dont  les  sections  méri- 

Juurn.  de  Matli.  (3*  série^,  lonie  X.  —  S.TTEjiunr  1.SS4.  JQ 
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diennos  ont  de  petites  dimensions  par  rapport  à  leurs  rayons  moyens, 
et  ceux-ci  appartiennent  à  des  parallèles  d'une  même  sphère.  Les 
mêmes  pro])riétés,  qu'il  serait  facile  de  démontrer  expérimentalement, 
permettraient  d'établir,  presque  sans  calcul,  toutes  les  lois  des  forces 
électrodynamiques  observables. 

L'énoncé  (204),  s'il  était  démontré  par  l'expérience  pour  l'espace 
extérieur,  ferait  voir  a  priori  qu'une  bobine  sphcrique  produit  à  l'exté- 
rieur Taclion  d'un  élément  de  solénoïde  de  même  axe,  placé  en  son 
centre,  et  l'on  pourrait  ensuite  en  observer  directement  les  lois.  Le  fait 
connu  de  l'aimantation  uniforme  d'une  sphère  de  fer  doux,  placée  dans 
un  champ  de  force  uniforme,  offrirait  un  moyen  de  fonder  la  théorie 
complète  du  magnétisme  et  de  l'électroniagnétisme  sur  la  neutralisa- 
tion, à  l'extérieur  de  la  plus  grande  bobine  de  l'énoncé  204,  de  l'ac- 
tion des  deux  bobines  et  d'une  sphère  concentrique  de  fer  doux,  con- 
tenue dans  la  plus  petite. 

20 j.  On  définit  V aimantation  uniforme,  celle  dont  l'intensité  $  (198) 
est  constante  en  grandeur  et  en  direction. 

Dans  un  aimant  uniforme,  de  volume  w,  l'axe  magnétique  X  a  la  di- 
rection de  l'aimantation,  et  le  moment  magnétique  est 

(286)  Ro  =  <I)57. 

On  le  voit  par  les  formules  (219  ,  en  donnant  à  l'axe  des  z  la  direc- 
tion de  l'aimantation. 

20G  Toute  action  observable  entre  une  sphère  magnétique  A ,  pleine 
ou  creuse,  aimantée  uniformément,  et  un  système  extérieur  31',  est  la 
même  que  si  tous  les  éléments  magnétiques  de  la  sphère  étaient  irans- 
jiortés  en  son  centre,  parallèlement  à  eux-mêmes. 

On  le  démontre  sans  difficulté,  soit  directement,  soit  par  les  for- 
mules jirécédentes. 

207.  Toute  action  observable  entre  une  sphère  pleine  A,  aimantée 
uniformément  avec  l'intensité  $,  et  un  svstème  extérieur  M',  est  la 
même  que  si  la  sphère  était  remplacée  par  une  bobine  sphérique  £,  de 
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iiu'-mc  rayon,  de  iiicme  centre  et  de  même  axe,  satisfaisant  à  la  relation 

'287)  1'=^,- 

Car  les  énergies  W,,^.^£  et  W^,/',.i  (220)  et  (220'J  s'identifient  en 
même  temps  que  les  moments  ko,  Ko,  et  les  axes  ^  et  X;  or  l'égalité 
(les  expressions  k„  (260)  et  Ko  (286)  résulte  de  l'équation  (287). 

208.  Toute  action  observable  entre  une  sphère  magnétique  creuse, 
aimantée  iniiformément  avec  l'intensité  î>,  et  un  système  M',  dont 
charpie  point  est  à  son  extérieur  ou  dans  sa  cavité,  est  la  même  que 
si  la  sphère  était  remplacée  par  le  système  des  deux  bobines  sphè- 
liques  20 i,  coïncidant  avec  ses  deux  surfaces,  dont  la  plus  grande 
aurait  son  axe  dans  la  direction  de  l'aimantation,  et  qui  seraient  assu- 
jetties à  la  relation  (284) 

(-88)  o^  =  fe^"'- 

La  démonstration  n'offre  aucune  difficulté. 

200.  Donc  une  sphère  creuse,  aimantée  uniformément,  (prnnxc  ri 
piodnit.  en  présence  d'un  sy.stème  intérieur,  une  action  nulle;  et  en 
présence  d'un  système  extérieur,  les  mêmes  actions  que  si  tous  ses  clé- 
ments magiu'tiques  étaient  transportés  en  son  centre,  parallèlement  a 
eiix-rnèmes. 

210.  lue  sphère  magnétique,  pleine  ou  creuse,  aimantée  unifornié- 
rncul.  séparée  en  deux  parties  par  une  fente  sphériqne  concentrique  et 
.nntumcnt  mince,  produit  en  un  point  de  celte  fente  la  même  action 
(pie  la  jiarlie  intérieure. 

Car  l'action  de  la  i)artie  extérieure    n"  20Î)    est  nulle. 

ÉncrpU-dun  coiiranl  circulaire  Z,  dinlensilé  I  cl  ,1c  nnon  „,  dans  le  cliowp 
de  force  d'un  système  extérieur,  rigide  cl  permanent.  M  .  susccplihlc  de 
comprendre  des  courants  fermés,  des  aimants  et  le  mai.-néti.sme  terrestre. 

211.  Soient  {fi".  Il)  0  le  centre  du  eoinant.  O;  son  axe  de  re\o- 
hitioii.    l/éner-rie   demamlee.    déduite   des   écpiatioiis  '102)  et     loi   . 


3o8 
<-.st 
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(289)  Wv-_£  =--  -  [  f  fcdA  =  -  I  f\  rh  /'  "cr/5, 

et  la  série  de  Taylor  donne 

(  290  )  C  =  yy~  ^pP'V  cos''  5  cos''  5  ^î^^'  , 

P     7 

(;„  et  C  désignant  la  composante  parallèle  à  O:  de  la  force  tlirrclrice 

Kig.   16. 


de  M'  à  l'origine  O    fig.   16),  et  au  point  M 

(291)  j:-  =  pcos5,     J=ûsin6,     z=o. 

On  a  [Calcul intégra/  (\(^  jM.  ]5erlrand,  p.  i33) 


2î) 


;.^)  r 


cos-    7  sni-   y  6 


:/5 


I  .  3 .  .  .  (  2  7»  —  I  ) .  1 . 3  .  .  .  (  a  /i  —  I  ) 

3 . 4  • .  •  (  2  »j  +  3  /(  ) 


et  cette  intégrale  est  nulle  si  2m  et  2n  ne  sont  pas  tous  deux  pairs.  (  )n 
trouv(>  ainsi 


dr^-i'  ()y-i 
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et,  a  I  aide  tic  I  ciiiialioii  -r-^  H — r-^  H r— r  =  o. 


I      .:    "      .:2!  Va/ 

(■-^91)  ■ 


"\'  d'C„ 
dz' 


iiY' d''C„  I      /«X'^J^Cn 

2!3!V^/    "ÏJ?"  "•"  3TT!  Vïï"y    "JI^ 


i/>/>/i(vitiori  de  la  formule  (^94)  «  certaines  l/ohiiies.  f/iii  jouissent 
(ijiiiro  riniativement  île  ijuelijaes  propriétés  des  éléments  de  solénoïdes, 

*2l*2.  Soit  lin  systi'iiK' de  deux  courants  circulaires,  parallèles  au 
précédent,  de  même  rayon  //,  de  même  intensité  I,  ayant  leurs  centres 
sur  l'axe  des  z,  aux  points  z  =  -i-  h,  z  ^=  —  h.  Soient  C(A)  et  C(—  h) 
les  valeurs  de  C  en  ces  deux  points.  On  passe  de  l'énergie  (294)  à  celle 
de  ce  système,  en  y  remplaçant  Co  par  C(^)  -f-  C(—  A),  et  l'on  a 


(295)    ', 


I  W=27:«-•I[-^-t-- 
'  i_  /«Y  d^ 

2\V.\i)   dz' 


u\-  dl 
dz- 


I      f"Y  à'' 


V.\'.\oJ    dz' 


^  l    "        a  !    dz- 


1^  d^ 
.'i!    dz' 


ou,  en  développant. 


295')      W  =  inu-l  ' 


C   -  - 

*""       2! 


d-C,        A' 
dz'-         4! 

dz'         6! 

dC 
dz' 

I        /  u\-  /t' 
"^    il  2!    1,3/     2! 

1      /«Y  h' 
"^   lia!  \-i)    4! 

2!3!  \-i  ) 

I      /  «Y  /'' 

2Î3!  [2)    2! 

+  '  (-X 

l'oui' //  et  it  inluimiciit   jn'tils.  I;i  série  i59">')  se  réduit  ;i  sou  |)i-i-niicr 
li'rnic,  et,  p-iiir  (|iic  W  ditlcrr  le  moins  po>sdtle  tle  celle  \  alcur-limilc, 
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il  faut  que  le  second  terme  de  la  série  soit  nul,  ou  que  1  on  ait 

(296)  h=-^- 
(29)')  devient  alors 

(297)  w  =  iniin(~  c„  +  ,4a'^»  +  _^/i«^o  +...y 

■''  \  t>4  Oz-  46080  Ôz''  I 

213.  Soit  ime  bobine  à  un  seul  rang  de  fil,  terminée  aux  deux  plans 
s  =  H-  A,  ^  ^  —  /^,  et  ôs  la  distance  de  deux  spires  consécutives. 

Elle  sera  assimilée,  avec  une  approximation  suffisante,  à  un  svstème 
(le  courants  circulaires,  formant  les  sections  droites  d'un  cylindre,  et 
eu  partageant  la  hauteur  en  éléments  ^z,  c'est-à-dire  en  parties  égales 
et  assez  petites  pour  être  traitées  comme  infiniment  jietites. 

L'énergie  de  l'action  de  M'  sur  cette  bobine  î-e  déduit  de  (294),  en 
remplaçant  Cj  par 


fp^^-klM"^ 


T\~Ô7    ^    V:    ~à^    +■■■) 


(298)  J_j/-^  =  ^(C„-i-  33  ^  +  -3;  ^ 

On  trouve  ainsi,  pour  la  bobine  (  n°  215), 


W  =   27TH-A.-      —  I  4-  -;— r      -         T-ï 

oz  [^  I  ;  2 .  \  2  y    oz' 
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OU,  (>n  développant, 


3ti 


(■'■[)g')  \V_-  -îT.u-li 


C  -^ 


+  ^.  i-y 

1.1..  V.  2  / 


'i-  C.^  _  Ai 
'J-î  5  ! 


1    /«y  A» 

i!2!  \2/    3! 
2!3!  \i} 


>)>■  C.„  _  A« 
~ô^         7! 


I     /«y  A> 

lia!   Va/    5! 

I    /«y  Aï 

■2!  3!  1,2/    3! 
3IT!  (2} 


f>«C„ 


,r-c.. 


Le  coefficient  de  — r— ^  est  nul  nonr 
(3oo)  h  =  v'îm; 

alors  la  figure  de  la  hohine  esl  celle  d'un  c\  lindre.  a\  anl  poiu"  diamètre 
et  pour  hauteur  la  base  et  la  hauteur  tluii  triangle  équilatéral;  et 
(299')  devient 

2li.  Soit  une  hohine  creuse,  de  rayons  U  et  11,  dont  la  bobine 
(n"  Îil5)  constitue  un  rang,  et  soit  op  la  distance  de  deux  rangs  con- 
sécutifs. L'énergie  de  cette  bobine,  dans  le  champ  de  force  donné,  se 
déduit  de  l'expression  (299),  mise  sous  la  forme  W  =zf[u),  en  y  rem- 

I         ,  f     \  '    r""  fi  \  1  V.  •   U^"-' - //'/•-' 

plaçant /:  f/    par  —  /     /  sjrtD,  ou /r^  par  ;; • 

1      .       ./  V    y  1       ,p  /    y  \ .  ;    ,  '  I       3p        2/)  -4- 1 

En  faisant  cette  substilulion  dans  (299'),  on  en  déduit,  poiu-  la  bo- 
bine (n"21i;, 


3  ^'  3  3l 


.  ©'-(I)' 


(-...)   W^i8 


■  IL 
'  ôïôp 


i'c.    \i)    W  *' 

H^  3  5  ! 

.  g)'-(;-)'v 

""lia!  5  3! 


à'C,      Uj      U.)  /■' 
dz'  3  7!      . 

^^  ©•-©■.. 

lia!  5  5! 

i!3!  7  3! 

"*'3I4I  g 
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Pour  que  la  série  diflère  le  moins  possible  de  son  premier  terme, 
auquel  elle  se  réduirait,  si  les  dimensions  de  la  bobine  étaient  infini- 
ment petites,  il  faut  que  le  coefficient  de  son  second  ternie  soit  nul: 
d'oii 


,~     „>  ,  I ;t       /U^ —  «^  , 7-?       /(2U)"— (2M)'' 

(3o3)  2A  =  sA^\/ûrr7;,  =v'o,45^/i^^^j^j^^^,- 

('alculant  2/1  par  cette  formule  pour  1 1  et  9*^™  de  diamètre,  on  a 

(3..4) 


102002 


2A  =  s  o, 45  4/ ^^F^  =  8^»,73 .0-2. . .. 

y       b02  '       ■'  ' 

Mettant  U  et  u  sous  les  formes  p(i  -i-  e)  et  p(i  —  e),  on  trouve 

j  U.  =  p(i  4-e),     u  =  p{i-e), 
(3o,j)  .    h  =  p\o,  73(1  +  o,8333. .  .e- 

{  —  o,525e''  4-  0,4967592 J92. .  .e'"'4-. . .', 

, .,    r\    I  ■'  —  5ie--i- 6'i,q55...e'— 16,084  ...e^T-... 

JOU     {  H î-î^— ! 

^  j  120 


Ô'Cq  ]2/' 

dz^     ■■■.!  /■  ■ 

si  l'axe  ^de  la  bobine  (n°215),  au  lieu  d'être  dirigé  suivant  l'axe 
des  z,  a  une  direction  quelconque,  définie  par  les  cosinus  directeurs 
a,  /3,  7;  Cg  doit  être  remplacé  par  aAo  4- ,SB„-f- yC„  dans  l'équa- 
tion (3oi),  qui  devient 

1  W=v37:^«^  r~  (aA„4-pBo4-7C„) 
1^07) 

'  +-^(2J(^^+i'-;j^  +  v-;jTr)----J- 

La  condition  d'équilibre  de  la  bobine  (n°  215\  mobile  autour  de 
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l'ax<>  lies  s,  est  que  le  rnonient,  p.ir  rapport  à  <  et  axe,  de  l'ai  tinn  de 
;V  sur  ccîtte  bobine  Z,  soit  imiI  : 


(■3o8) 
ou ( io- ) 


(M',ZU,=  - 


d{jry) 


Mais 

(3.<.) 

(  iog)  devient 


Il    /„y[    d-\„        ,d-l{„  d'C„\  1 

120  \2/   \      ()z'  '     <):•  '    i):'    '  I 


à(J-y) 


(3m  «n.,-/3A„=  — (-)  (a_^-,._ 


et,  CM  supposant  j'v  ^  o, 


lî,.= 


I  I      /   H   v"   t)'B„ 

75^  U  j  UF 


Si  la  boliine  devenait  infîninieut  petite.  «B,,— (SA,,  le  deviendrait 
en  même  temps  ')  i  i  ;  par  suite,  le  plan  aicinuital  de  son  axe  '^  vien- 
drait eouieider  avee  celui  ilc  1),,,   comme  on   la  dcjn   vu     n"  Iîi7  .  et 

Fie.  '7- 


tournerait,  pour  ^(i  =  o.  du  petit  arif,'le  .-,  {/ig.   17)  «pu  a  pour  tangenli 


i'i'3) 


t:ing£,=  ~ 


Juiirn.  Je   Math.  T  série),  lnn;e  X    —  SiriiUBRL  iS.- 


'»<■» 


3l4  I-E    COROIER. 

21o.  Sachant  que  M'  équivaut  à  un  système  d'élémenls  de  sole- 
noides,  on  peut  trouver  l'ordre  de  grandeur  de  £^,  en  considérant  le 
ras  le  plus  simple,  relui  où  M'  se  réduirait  à  im  seul  élément  k'  de  s<>- 
lénoïde,  placé  à  la  distancer  de  l'origine.  Soient  (_^g-.  l'y) 

(3i4)  x' =  ar,    y  =  br,     z' =  cr,     k'     et     cz',  ,';',•/' 

ses  coordonnées,  son  moment  et  les  cosinus  directeurs  de  son  axe  j^'. 
La  partie  bien  définie  de  son  potentiel  à  l'origine  sera  (Sa) 


'^-  ,.'..'^?V- 


d  ou 

(3i5)     A„==  -  '^p  =  fi  =  -k'f!i;  _  3^'-^'+Py+T'.'  ^\ 

/    R    -    _  ^«  —  ^« 

l     »  ~        dy  ~  dy 


K '■ > 


(3'7)  -ô^-^^r^ôI'+^^-'^'il^fdyd.^ 

L'équation  B„  =  o  est  sensiblement  satisfaite  dans  la  position  d'equ 
libre  cherchée  ;  et.  si  elle  l'était,  on  aurait,  en  vertu  de  (3i6  . 

o  =  'ibiac/.'  -+-  b[i'  -h  c'/l  —  |S'; 


(3x8)  ar,'-^bf,'-^cY=f^ 
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Ck-tto  équation  peut  être  introduite  clans  le  calcul  a|)|)roximatif  du  se- 
cond rncnil)!*' de  l'équation  f3i2),  qui  devient 

^'^'!^)  \    S,=  l-\--2lC'{2C^-  Ij, 

'  T,=  2i4c(i-3c'). 

On  trouve,  en  substituant     3i4)  et  (3i8j  dans  (3i5;,  |)uis    '^kj    et 
(32o)  dans  (3i3), 

i-i      \  11'"  ?'  —  ''  ="' 


321  tani;c<=^    -      -^-^7 — ^  0 


Calcul  de  la  longueur  magnélique  xl  d'une  aiguille  aimantée  A  <jut.  mobile 
autour  de  son  centre  de  gracité  placé  au  même  point  O  i/ue  la  bobine 
(n°213),  et  sous  l'action  d'un  même  système  extérieur  M',  surientvniil. 
ai.cc  la  même  précision,  comme  si  elle  était  infiniment  courtr. 

21  G.  r/aiguillo  est  assimilée,  par  hvpotlièse,  au  système  tie  ses  deux 
pôles  4-  m  et  —  m,  placés  sur  l'axe  des  :  aux  points  ;  ^  -i-  /.  z  =^  —  l. 
L'énergie  \\"  de  l'action  exercée  sur  cette  aiguille  jiar  If  sNslcnif  exté- 
rieur jV,  dont  le  potentiel  est  V„  à  l'origine  O.  \  au  [)(iint  x,y,z  , 
Vf/)  au  pôUî  positif,  et  V(— /i  au  pôle  négatif,  a  poin-  expression 
w V(/)  —  m\[—  /),  ou 

(  Î22)  \V=:,m{^^  _+_  _î  +___+...  ); 


et  si  l'axe    i    de  lauiiaut  a  tuie  direction  quelconcpie.  detinie  |)ar  les 
cosinus  ilirectcurs  ce,  /5,  y,  -r^  ^=  —  Q  doit  être  remplacé  par  la  somme 


3l6  LE    CORD1I.H. 

—  5<A,|  —  jvUu  —  7C0,  et  ^322)  devient 


La  condition  d'é(|uilil)re  de  l'aimant,   mobile  autour  de  l'axe  des*, 

,  aw 

est  -T =  o  ou 

d(.ry) 

et,  en  substituant  (3io), 

/o     /\       1.  o»  /-  /     (^'Bo         c<^'Au\         i^  /'     <^*B„         oJ''Ao\ 

(324)  «li„-,SA„+3^(a-^-|3-^"j+^(^«-^^-,3^)  +  -..  =  o; 
puis,  supposant  j3  =:  o, 

(325)  B„ 

L'équation  analogue  de  (3i3) 


1  £^'       IL  ÉIË^ 

3!    dz'    "^5!    J;' 


(326)  tang£.=  f^ 

donne  l'angle  s.^  que  fait  l'azimut  d'équilibre  de  l'axe  de  l'aiguille  avec 
la  position  qu'il  prendi'ait,  si  elle  était  infiniment  petite. 

217.  Considérant  l'équilibre  de  l'aimant  sous  l'action  de  lelenient 
k'  de  solénoïde,  qui  agissait  ])récédemment  sur  la  bobine  (  n"  215), 
appliquant  à  ce  courant  et  à  l'axe  a-  les  notations  (3i4),  on  trouve,  à 
l'aide  de  (3 18), 

— TT-   =  2K    — ■ = -,       b,  =  IOC- —  I,        1,=  —  liOC. 
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(Sajj  donne  ensuite 

On  trouve,  en  >ulisliliianl  (Sao)  et  (SaS)  dans  (326), 

(329)  t»"g^^>=-3(7J    al'-ù'l'^--- 

puis,  <li\i>.anl  par  (32 1), 


3i- 


f33o 


3î  r-u^  S.^'-i-T.v' 


langEj  33     /'     Si^'-i-Tj-f' 

On  voit  (33o)  que  s^  et  3,  seront  du  même  ordre  de  grandeur  pour 

(33i)  -:  =  i. 

\         /  lit 

par  exemple,  pour 

(332)  /=o"",J,      w=  V"',      /  —  "iu"^^" 
ou  eneore  pour 

(333)  /  =r  o*^^'" ,  ■) ,      M—  lo"^'",     /-^aoo""'. 

Ainsi,  quand  le  eentre  d'un  svsicnie  agissant  .i  peu  pri's  eoinnif  un  élé- 
ment de  solénoïde  est  à  2'"  d  une  bobine  '  u"  lil."»  ,  a  lui  .seul  rang  de 
fil.  ^ati^^aisant  à  l'équation  f3ool,  ayant  20*^'"  de  diamètre;  elle  >  oriente 
auloiM'  de  la  verticale  de  son  centie  de  gravité,  comme  si  elle  etail  ui- 
fiuinient  petite,  avec  autant  de  précision  qu'une  aiguille  de  1""  de 
loMgueiu'  magnétique. 

£,  atteint  tui  maximum.  (\i\  moins  dans  le  las  particulier  on  l'on  a 

Alors  (3 18  1  devient 

(335)  (36^-i),V-+-3a6a=o. 


^r8  LE  conoiun. 

Substituant  (334)  ànua  (Siq),  on  a 

(336)  S,=^i.     T,  =  o. 

\'^■J.l)  devient,  en  vertu  de  (336),  (335)  et  (334), 

^ac  —  IL  f'iX  __EiL_  —  '1  fa  \''  l^ 


Soit  (//g.  17) 

1^338)  a=:cos6,     è  =  sin5; 


(339)  lang£,  =  -^  (^"j  sinaô. 

Dans  le  cas  particulier  (334),  1r  rapport  (33o)  devient 

^         '  tangÎ4         33    w 

et,  par  suite,  !||,  quand  la  relation  (33i)  est  satisfaite.  Dans  ce  même 
cas  (334),  L'f  j)our  -  =  — >  (33f))  donne 

(340  £4  :=  5",3i8  sinaS. 

Cette  valeur  répond  aux  dimensions  (33?,)  :  elle  serait  1 6  fois  plus  petite 
si  l'on  adoptait  les  dimensions  (333). 

XII.  —  Sur  la  réduction  aux  unités  absolues  de  toutes  les  forces 
observables  entke  les  courants,  les  aimants  et  le  magnétisme 
terrestre. 

Dcjiitition   i(6nérale  des  unitrs  ahsdtiins. 

218.   On  sait  que  toute  grandeur  continue,  réductible  en  nt)inbres, 
dérive  des  trois  unités  fondamentales 

(3i2j  [LJ,    |M],    [T] 
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«le  longueur,  de  masse  et  de  t<'inps  Les  rapportN  d'une  grandeur  eon- 
erète  l  à  deux  autres  de  même  espèce,  "^U  et  \\J'],  prises  successive- 
iiinil  pour  unité-,  sont  deux  nombres  ab>lraits 

,.,,..  U  ,         U 

fr.i  «=îu]'  "  =  m' 

satisfaisaiil  .1  la  relation 

(■M4)  U  =  «[U]=u'[U'j; 

d'où 

Si  [LJj  est  une  unité  dérivée,  les  nombres  m  et  //.  qui  mesurent  la  gran- 
deur concrète  de  même  espèce  U,  quand  on  prend  succetsivement 
[L],  [M],  [T]  et  [L'J,  [M'],  [T']  pour  unités  fondamentales,  sont  lies 
généralement  par  une  relation  de  la  forme  homogène 


„'  _  I    l.j  "  1   M 
77  "     I 


d'où  resuite  (  3'|  ") 


I  M    I     I    I     ! 

I-U  l-T'ITT''!' 

[l'  1        I  1/  1    I  M'  I    I  T    I 


Donc 

(346)  U  =/[L''M*'rj, 

en  posant 

(347)  /^lîT^rirl 

*21î>.  On  appelle  ^/,  f>,  c  \('s  di/fie/isio/is  ûv  l  par  lappurt  aux  trois 
unités  fondamentales. 

.\utaiit  (pion  peut  le  faire  sans  ineomjialibilité,  <ui  est  eoinenu  île 
picndic  pour  luùté  dérivée  de  (  liatpie  espèce  c<lle  cpù  répond  aux  trois 
unités  ioiidanieiilales,  e'esl-à-dire  de  fairi'  /  —  i  dans  la  formule  (346. 


']-20  LE    COIsniER. 

qui  devient 

ClIcS)  [U]  =  [L"M*T^1. 

2'20.  L'ensemble  de  toutes  les  formules  simultanément  réductibles 
à  la  forme  (348)  constitue  un  système  coordonné  d'unités  absolues,  déri- 
vant toules  des  trois  unités  (342),  et  complètement  définies  par  le  choix 
de  celles-ci. 

Tel  est  le  système  cjui  comprend  toutes  les  fornudes  de  Géométrie  et 
de  Mécanique,  Par  exemple,  les  dimensions  des  imités  de  surface  [fo] 
et  de  volume  [za]  sont  données  par  les  formules 

(349)  ["]  =  [r'^].     W  =  [L1; 

celles  des  unités  de  vitesse,  d'accélération,  de  force  et  de  travail,  dé- 
duites des  formules 

(350)  v=-T--,  IX- =~,  F—-m-j-,  ds  —  Fds, 

■         '  al  (II"-  fil' 

sont  représentées  respectivement  par  les  suivantes  : 

(35.)   [.]  =  [LT-'].    [a.]  =  [LT-],    [F]  =  [MLT-j,    [e]  =  [ML^T-]. 

Ce  qui  est  nouveau,  c'est  seulement  l'introduction  des  unités  abso- 
lues en  Phvsique.  On  peut  rechercher  les  avantages  suivants  dans  le 
choix  des  trois  unités  fondamentales  : 

i"  Avoir  des  unités  fondamentales  de  grandeur  ordmaire; 

2"  Avoir  des  unités  dérivées  de  grandeur  ordinaire; 

3"  Avoir,  s'il  est  possible,  un  système  unique,  comprenant  toutes 
les  grandeurs  continues,  réductibles  en  nombres. 

\j  Jssocialion  britannique,  sacrifiant  le  premier  avantage  |)our  avoir 
le  second,  dans  les  imités  dérivées  de  l'électrodynamique  et  du  magné- 
tisme, a  proposé  les  trois  unités  fondamentales  suivantes  : 

l  Unité  de  longueur,  [LJb.j  =  looooooo  de  mètres; 
<>f>|     )   Unité  de  masse,  [M]u^  =  la  masse  du  gramme,  multipliée 
1        par  io~"  ; 
\   Unité  de  temps,  T  =  la  seconde  du  jour  solaire  moyen. 
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"Mais  rot  avanlage  ne  se  retrouvait  ni  <ti  c'IcLlrostatiqiH  ,  ni  dans  les 
autres  unit*  s  dérivées,  géométriques,  niéranirpies  et  pliysiques. 

Le  Conférés  international  dt  l'aris,  préinaut  le  premier  avantage,  a 
adopté  poiu"  imités  foiulainenîales  : 

222.    I.e   cenliiinire,     le    gramme-masse    et    la    seconde      svstènu- 

c.(;.s.  . 

Il  a  suppléé  an  (leiiviéme,  en  définissant  les  unités  pratiques  d<' 
I  eleelroiK  nami(pie  el  du  inagnétisnie  au  moven  des  unités  absolues 
(Ki.S..  miiltiplires  par  des  [Miissanees  de  lo,  dont  les  exposants,  tou- 
jours.entiers,  ont  été  choisis  de  manière  à  reproduire  les  unités  abso- 
lues qui  dérivent  du  système  22 1 . 

Si  le  troisième  avantage  était  possible,  on  pourrait  lui  sacrifier  les 
deux  autres;  ou  y  sii|ipléeraitcn  adjoignant  une  unité  prati(pie  a  chaque 
unité  absolue,  soit  fondamentale,  soit  dérivée,  et  ilefinissant  le  rapport 
de  liine  à  l'autre  par  une  puissance  de  lo.  Même  au  point  de  vue 
ihi'onipie.  cette  possibilité  n'est  que  probable  :  elle  est  subordonnée 
a  rinpolhèsi'  d'un  milieu  unique,  (pion  assimile  à  l'éther,  et  dont  les 
divers  modesde  mouvement  constituent  tous  les  |)liéiiomènes  matériels. 
Cette  liypothèse,  très  rationnelle,  est  contestée  pourtant,  et  le  sera  sans 
doute,  tan!  (prelle  n'aura  pas  complété,  par  la  gravitation  universelle 
et  la  (Ihiinie,  la  rédin  lion  de  tous  les  |)hénomènes  matériels  à  I  iiiiile 
mathématique  (]ne  l'Astroiuxiiie  doit  à  Newton.  Il  y  a  donc  lieu  di- 
prcsuniei'.  mais  non  d'ailirmer,  cpie  le  troisième  avantage  sera  réalise 
un  jour  par  les  unités  suivantes,  dont  Ai.'U\  sont  indi(|in'>es  dans  Ir 
Traité  de  iMaxvvell  sur  l' Electricité  et  te  Magnétisine  : 

IL'nile  de  l'iigneur.  la  loii^iieiir  d  Oiidi-,  dans  le  \  idc,  d  une 
raie  tiéterminée  tln  speclr»'; 
,.,._         l  nité  de  niasse,  celle  de  riinité  de  xolnme  d'ellicr,  dans  le 
vide; 
l'nité  de  teni|is,  la  diiK  <•  d'une  \iliralion  de  la  même  onde 
iiimiiii'nse. 

()iinesait  mesiirei' ni  la  prcniicri'.  m  l.i   lr(>l^u■nn■  a\  ce  aniani  dr  pré- 
cision (pie  les  imites  ('..{"■  S.,  et  l'on  ne  connaît  pas  la  dt  lixieme. 

Il  v  a  actuellement,  tians  le  système  adopté  y^n"  222  ,  Avus  svstèmes 

Jltiirii.  </<•  Mal/,.  (3"  sérii>),  tome  X.   -  StrtiMnBi:  |SS.'|.  I  ' 
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d'unités  olcctrujues,  le  système  életlrostatiqiie  et  le  système  électro- 
magnétique; et  le  rapport  des  grandeurs  des  deux  unités  dérivées  qui 
mesurent  une  même  quantité,  dans  ces  deux  systèmes,  est  toujours  une 
puissance  entière  d'une  certaine  vitesse  absolue  c,  sensiblement  sinon 
rigoureusement  égale  à  celle  de  la  lumière;  d'où  résulte  que  ce  rapport 
devient  égal  à  l'unité,  quand  ou  adopte  le  système  *22.">,  ou  tout  autre 
dans  lequel  v  ^  t . 

224.  Sur  la  possibilité  de  réduire  à  un  seul  sysléme  d'unités  absolues, 
bien  connu  sous  le  nom  de  système  électromagnétique,  toutes  les  actions 
observables  entre  les  courants  fermés,  les  aimants  et  le  magnétisme  ter- 
restre. —  Cette  possibilité,  admise  partout,  n'était  démontrée  nulle 
jjart  :  elle  l'a  été  implicitement  dans  ce  Mémoire,  où  la  réduction  se 
trouve  toute  faite.  Elle  repose  sur  la  coïncidence  des  directions  d'é(pn- 
libre  stable  des  axes  d'un  élément  magnétique  et  d'un  élc'ment  de  sole- 
noide,  mobiles  autour  de  leurs  centres  de  gravité,  quand  ceux-ci  .sont 
placés  successivement  en  un  même  point  d'un  champ  de  force  donné. 
Elle  a  été  établie  précédemment  comme  conséquence  des  deux  prin- 
cipes expérimentaux  122  et  165,  d'où  résulte  cette  coïncidence. 
Elle  ne  l'est  pas,  quand  on  démontre  séparément,  comme  on  l'a  fait 
jusqu'ici,  les  lois  des  actions  mutuelles  entre  les  pôles  de  deux  solé- 
noïdes,  ceux  de  deux  aimants  et  le  magnétisms  terrestre,  qui  vont  être 
désignés  respectivement  par 

(3.^2)  '].,  \i! ,     m,  lit      et      I". 

Celte  lacune,  que  les  ouvrages  didactiques  ne  jiar.iissaicnt  |)as  souj- 
çonner,  v  a  été  signalée  pour  la  première  lois  dans  l(\s  Levons  sur 
l'électricité  elle  magnétisme,  par  MM.  MascartetJoubert.  A  unc(picslion 
équivalente  à  l'énonce  22i,  on  \  trouM'  (n"  ijo)  la  n  ponse  suivante  : 
«  [^'affirmative  parait  probable.  »  C'est  cetle  allii  iiiali\e  ([ui  a  elé  dé- 
montrée dans  ce  Mémoire. 

En  supiiosant  placés  à  la  même  dislant-e  niutiiclle  /•  les  tleiix  jx'ilcs 
dont  on  considère  successivement  les  actions  reciprorpies,  on  établit 
ainsi  les  cinq  formules  suivantes,  dans  lesquelles  1)  désigne  la  force  di- 
recti'ic(>  du   mafjnétisnie   terrestre,   c'est-;i  •  dire  celle  (]n  il    cxerte  sur 
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1  iiiiili'  posilivp  (le  pôle  (le  soléiididc, 

)  )  >  i  <}.  .ij.)  =^  <  a,  ij.    ^  ~  ) 

...  I         ,     .    ,         ,.. 

■)  '  /  ,  ,  ,,  ni-i.' 

'>">-')  (T,  |j.)  =  y.D, 

....  /     /  /  .  j-nini' 

)  >u  {m  ,m)  =  [m,  ni  j  =j —:^, 

Les  actions  iiiuliicllcs  (Ir  deux  jiùlcs  sont  dirif^rcs  siii\;mt  /',  cl  siml 
|•('pll!si^('s  (jiMiiil  illc,  soiil  positivos;  _/ et  ^  sont  deux  cocniciciils  po- 
siliCs. 

Apr'ès  a\oii'  rlioi^i  :nl>iti'.iii'ciiiciil  lis  li'ois  imites  fniidaiiieiit:d<  s,  du 
peut  toujours  réduire  à  l'unité  les  trois  coeffieieiits  des  formules    3">  >  , 
3V'|  '  <'t  (  i^5),  par  un  choix  ron\enahle  des  trois  unités  plivsi(|ues,  <|ui 
se  trouxcnt  ;iinsi  (k'rnii<'s  de  la  nianiére  suivante  : 

*2îi*».  \.'unitt'  (le  pôle  de  solcnoîde  est  celle  cpn  repousse  sf>u  cfjalc 
avec  I  luiité  de  force  il  lunite  de  distance. 

'22<).  M tiriitè  de  pôle  d  airndiit  est  (.elle  (jue  l'unité  de  pi'ile  de  solc- 
noîde repousse  avec  lunite  de  fVjrce  à  runité  de  dislance. 

227.  \.'inlcnsitc  d'mi  clidmp  de  force  c/er/iod^  /Kiniiqiw  mii\viii\(^\ir. 
et  en  particulier  i\u  eliainp  ina^netifpie  lerreslre,  en  un  point  dftniie. 
est  étfale  à  la  force  (pu  sollicile  l'unile  de  pôle  de  solenoide,  placée  en 
ce  point . 

M;us,  a|)iès  le  choiv  des  trois  unîtes  londanientales  3|2  et  di-s 
trois  luiiles  dc-ri  vées  *i"i.">.  'i2<J  et  227.  les  ((icl'licients  /  et  .;•'  ni-  |ieu-' 
\cnt  lire  deterniiiKvs  (pie  par  expérience. 

Car  ruiiile  de  pijle  d'aimant  étant  delînie  n"  22<J  uidepcnd.ininieiil 
(le  son  action  sur  son  éj;ale  à  ruiiite  de  distance,  et  le  prim  ipe  dt  l.i 
conservation  de  l'énergie  ixant  lieu,  (piel  (pie  soit/"  r>(i  .  ce  (  iieKj- 
cientnjstc  indéteriiiine.  tous  les  principes  rationnels  étant  sauveijardes. 
(piand  on  fait  alislraclion  de  loiile  li\  polliése.   |,a  \alein-  /"       i  .  déduite 


'^2'|  LE    CORUIER. 

(lu  |)riiici|)i;  122,  ne  j)ciit  avoir  lieu  que  par  nii  liasard  bien  singulici-, 
ou  en  vertu  de  V identité  des  causes  des  actions  mutuelles  entre  les  aimants 
elles  solénoïdes.  L'ln|)Otiié,sc  des  courants  moléeidaires  d'Ampère,  qiu 
implique  cette  identité,  se  trou\e  ainsi  en  partie  démontrie.  Mais  elle 
ne  l'est  pas  complètement  :  la  valeur  y  =  i  s'explique  également  par 
un  même  mode  de  propagation  des  actions  des  aimants  et  des  courants 
dans  un  même  milieu. 

Après  que  l'expérience  a  donnéy^^  r,  si  Ion  attriljue  cette  valeur 
au  iiasard,  et  si  l'on  s'abstient  de  toute  hypothèse,  le  coefficient  g  reste 
encore  indéterminé  dans  l'équation  (3.57);  ^^^'  l'ii"'té  de  pôle  magné- 
tique ayant  été  définie  (n"  226)  indépendamment  de  la  force  qui  la 
sollicite  dans  le  champ  magnétique  de  la  Terre,  cette  force  ne  parait 
pas  pouvoir  être  déterminée  autrement  que  par  des  expériences  indé- 
pendantes des  précédentes.  On  a  vu  (n"  224)  quelle^  expériences  on 
peut  invoquer  pour  en  conclure  la  valeur  g  ^  <  ■ 

En  résumé,  les  valeurs 

(358)  /=i,     g  =  ^ 

des  coefficients  des  formules  (356)  et  (35  y)  n'ont  jamais  été  ni  contestées 
ni  démontrées.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'elles  résnllent  île  riiv|>othèse 
des  courants  moléculaires  irAnipèie. 


('i)inmcnt  on  poiirrail  déterminer  les  coefficienls  f  et  g  des  fornttiles  (  3)(3  ) 
t'f  (SSj),  s'ils  étaient  différents  de  l'unité. 

Les  valeiu's  (358)  sont  Ijien  établies,  tians  ce  Mémoire,  comme  con- 
séquences des  principes  expérimentaux  122  et  IGo.  Mais,  comme  ces 
principes  ri'posent  sur  des  expériences  qui  n'ont  |ias  été  faites  directe- 
ment, il  n  est  |)t'ut-ètre  pas  iinitile  deilonner  une  métliode  traitant  / Ct 
g  comme  deux  inconiuies,  et  mouti'ant  que,  si  les  relations  (^358 
n'étaient  pas  satisfaites  très  approximativement,  on  aurait  .sans  doute 
r('ni:ii(pié  l<' f;ut  snix.uit.  couli'airc'  au  |)rincipe  22  i . 

22S.  Si  une  aiguille  aimantée  et  ini  solénoide  de  déclinaison  infini- 
ment petits  étaient  placés  successivement  en  un  même  point  (),  sous 
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I  ;i(  lidii  (I  1111  111(1110  svsiéine  «'xtérieiir  .1/  .  |)oiivant  cfujipn'iuln»  un 
s\s{cmc  z'  lie  roiiniiils  fermés,  un  système  A'  d'aimants,  et  le  magné- 
tisme terrestre  1",  et  assujettis  à  tourner  ;iutour  de  la  verticale  ();: 
leurs  axes  osrilleraieiit  autour  de  deux  a/.imiils  généralement  dif- 
ferents. 

Kn  ellet,  si  un  l'Icinciil  /•  de  Mileiioidc,  de  iiiniiiciil  k  et  d'axe  j  .  et 
un  élément  magnétique  A,  de  moment  K  et  d'axe  ,l.,  ayant  leurs  centres 
de  gravité  placés  successivement  en  un  même  point  O,  pris  pour  (ori- 
gine de  trois  axes  à  gauche  rectangulaires  {/îg.  18  ,  ne  pouvaient  qui- 


loiirner  autour  de  la  verticale  ();,  sous  l'action  du  système  extérieur 
M' ,  les  moments,  par  rapport  à  ():,  des  forces  exercées  sur  X-  et  sur  A' 
seraient  représentés,  en  vertu  des  notations  (3j2)  et  des  formules  (35'i  , 
('i")'|î.  (^5)),  (3')G)  et  (3!)7),  parles  six  ex|)ressioiis  suivantes,  dont  l.-i 
première  est  l'équation  (148').  \.i\/îg.  18  correspond  au  cas  oii  d  11  \  a 
pas  d'aimant  dans  le  svsteme  .1/'. 

i ^ '<)  \^''^':.rr~      ksinv^  D-.sinW-  siii^<l>-.  —  Çji  , 

^3()o)  £',  A\,.,  =     R  sin5„,nr;.sin6r.sin(*£.  —  ç„,), 

(36i)  .1'./,,  ksinî^I)^.  sine^.  sin(*,^, -9p,\ 

('i(}7.)  A  .A    ,,       /l\Mii5,„I),  siiiB  ,  siii  <!',  -  -,„  , 

(3()3)  f./j..  ksinlj),    siii(-)|    siii   'l'i 

(30'!)  I".  A  j..       j;'is.sinA„l),    sinH,    siii'i»,    -    ■,,„  . 


)i()  LE    CORDIKli. 

Il  irsiilte  iinnu'diatcinciit  de  ces  trois  groii|)cs  de  formules  que,  si  uu 
seul  des  trois  systèmes  £',  .1',  T'  agissait,  les  axes  d'un  élément  de  sole- 
noide  et  d'un  élément  magnétique,  mobiles  autour  des  verticales  de 
icnr-«  centres  de  gravité,  placés  successivement  en  un  même  point, 
oscillcraieni  toujours  autour  du  même  plan  azimulal. 

229.  Mais  il  en  serait  autrement,  le  magnétisme  terrestre  agissant 
en  même  temps  qu'un  courant  fermé,  ou  en  même  temps  cpi'un  aimant, 
si  les  coefficients  /et  g  n'étaient  pas,  comme  on  l'a  \u,  égaux  à  l'unité; 
(•!  les  six  dernières  formules  permettraient  d'en  calculer  les  valeurs. 
Car,  en  faisant  agir  sinudfanément  la  Teire  T'  et  un  svstènie  z'  de  cou- 
rants termes,  on  aurait  • /ig.  i8),  pour  conditions  d'équililtre  de  /■, 


et  de  A'. 


(T',X:)j_,.-l-  [Z',k]^,-—  o. 


e  (pu  donne,  en  substituant  (303)  et  (  3.)r))  tlans  la  pi-emièi'e  équation. 
3(")'i  )  et  (3Go)  dans  la  seconde. 


(3()5:       1),  sini-)|.  sin: 'l'i — o,;.)  +■  1)-  sinQr  •  sini'tl>£ — o^,  i  =  o, 
3(JG  ;    o|)|  sin(-i|  sin(il>| —  o,„  i  +  Dr.  sin0£.  sin(<I'2 —  o„,)  =  o. 


—  sini  <!>£ 
siu;<l>£. 


?^) 


\jonlant  ces  tleu\  iquations,  nuiltipliées  par  les  facteiu's  écrits  .>-nr  les 
niéines  lignes,  ou  trouve 

D'|"sin0i[g-sin(<î>-j"  —  o„,  )  sin^<l>£.  —  o^^] 

—  sin  'P-, —  0|j.)  sin;  <!>£■  —  o,„  )1  =  o; 


siiicî-r— 'fjj.)    .  sin(*2'— tpjj.) 


siiiCl'x 


sin  (  4>£' —  »„,  ) 


1.  expérience,  qu'd  faudrait  faire  pour  établir  le  principe   122  a  été 
invoquée  pour  démontrer  que  §■=  I  et  que  o^.^  o,„.  On  voit  cjue  (367) 
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(lonno,  011  t'ffot,  g=  i  pour  o^=o,„.  Mais,  si  ^'  avait  une  valeur  tlifle- 
reiitc  de  l'unité,  il  résulte  de  (3G7;  que  Oij^  différer;! it  de  o„,;  et     i('>7 
servirait  à  déterminer  g. 

En  faisant  ensuiU"  ao;ir  siniuitanément  la    Terre  T' et  un  aimant  A'. 
on  aurait,  poiu'  coiidilions  d'équilibre  de  /•. 

et  de  A', 

1.  A  ,., -f-  '.4',  A'  ,.,  =  o; 

eecjui  donne,  en  subsliliiaiit  (363)  et  (3Gi)  dans  la  |)r(iniere  é(inatioii. 
(36'|)  et  (3()-^)(lans  la  seeonde, 

i  3(j8)      l)|  sin(-)|  siu(<I>-| — ?ii)  +     1) ,  sim-i  ,  siri  <l' , —  o^^)  =  o,    I    — /"siu  'I' ,  —  o„,  . 
(3G9)  ^I)|  siiK-i,  >,in(<I>-| — o,„; -r-y"n  ,  siiiH  ,  sin/l>  j.  —  o,„)  =  o.    j  sin  <1>.,  —  o^) 

Ajoutant  ees  deux  éc[natic)iis,  nnilti|)liees  par  les  fa(  teurs  éei'ils  ^ur  les 
mêmes  lii^nes,  on  trouve 

I)|   ^.inH|     ^'sin  'Vj, —  o,„)sin(<I>4 — <p^) 

y  sill(<^-I■.  —  (p5;t)sin(<l>  I — o,„)    =0; 
d  ou 

.^_^  y  _  sill(^^T  — -fit)  .  siiHI'i'— ?^) 

I/expérienee,  qu'il  famirait  faire  pour  établir  le  principe  1*22,  a  ser\  1 
à  démonlrcr  ([Uf  Ton  a  '.  -    1  eto,j.=  o„,.  Ou  \oit  ipie    3^0)  donne,  eu 

effet,  ~.    -  I  iiour  c/»-   o,,,.    D'ailleurs,   si  ~  n'était  pas  éi:al  à  runile. 

I  cqualion  '  3jo)  permelliait  d'en  delermincr  experimentalciiK  iil  la 
valeur;  elle  montre  cpu>  o^  tlilfererait  de  o,„.  On  \(iil,  par  les  formules 
(3(")7)  et  (370),  (pie,  si  les  relations  (3)8)  n'étaient  pas  satisfaites, 
renoncé  2*2X  le  serait.  Il  est  impossible  d'admettre  que  !<'  iléfaut  de 
coïncidence  cpi'on  observerai!  alors  ne  soit  pas  très  petit,  sinon  riirou- 
1  eusemenl  nul .  |inis(pi'il  n'a  jamais  été  sii;nale. 


32(S      ia:  C(jRDii:n.    —    actions   dis  aimants  et  de   i.a  terrf. 

250.  L'exaclituclc  de  la  valeur /=  i  élaiil  hors  de  doute,  il  est 
(lillicile  de  ne  pas  attribuer  les  propriétés  des  courants  et  relies  des 
aimants  à  une  eanse  unique.  Dès  lors,  on  doit  avoir  aussi  g  =  t  ■  Mais, 
si  l'on  doutait  de  1  identité  des  causes  de  ces  deux  phénomènes,  et  si 
l'on  allrihuait  le  magnétisme  terrestre  à  une  troisième  cause  incoiMuic 
la  valeur  g       i  ne  résullei'ait  plus  de  ce  que/esl  èijal  a  liMnlé. 


ACTION     DE    LA    MATIÈRK    PONDÉBABLE    SUR     L'ÉlIIEIt.  S^C) 


Rt'clicrc/ics  sur   l'actio//  de   la   matière  pondérable  sur  V éthcr 

I  sriTt  C^J  : 

IVvii  31.  K.  JABLOASKl, 

Professeur  do  Mallicinalic|ucs  spéciale^  au  lycée  ili-  iiosamuii. 


\  m.  Prisme   nr.orr  a   basi:    nixTANGi.i;. 

Dans  im  prisuic  droit  a  base  rt'ctaiiglc,  les  particules  poiiilcrabU'S 
sont  disposées  suivant  trois  lignes  rectangulaires  parallèles  aux  arèles 
du  prisme,  nous  dirigerons  les  axes  de  coordonnées  suivant  ces  trois 
lignes,  et  l'origine  sera  toujours  le  centre  d'inie  cellule.  .Si  l'on  désigne 
par  /S,  c/',  r"  les  demi-dimensions  de  la  cellule  ou  n()\au  primitif  du 
(  ristal,  luie  particule  pondérable  aura  pour  conrdoiniées 

,r^  =  kçi,     _)',  =  t;  o\      r.,  =  k'  ^  \ 

k,  k\  k"  étant  des  nombres  impairs  pou\ant  pi(  ndre  toutes  les  \aleurs 
positives  ou  négatives. 

p,  étant  II  (li>tance  d'uni'  paiMiculc  pondérable  à  l'origine,  on  aura 

/5;=  K-/5'''-t-  K."-/3'--i-  R"-(>"'. 

Nous  nous  proposons  de  comparer  entre  eux  l<s  indice^.  <e(pii  resienl, 
d'après  les  lormules  (20),  k  comparer  entre  elles  les  trois  quantités  or. 


(')  Voir  iiirmo  Tome,  p.  i.'ij. 

Jniirn.  de  Math.  (3*  »oric),  tomp  X.  —  Oitudrc  i'-.S',,  |3 
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p,  y,  (h'fhiics  par  les  relations  (17)  que  l'on  peut  mettre  sous  la  fornir 

I  -^  gi  étant  un  nombre  positif  que  l'on  caleuie  au  mo\en  de  la  for- 
mule (21). 

Ou  tire  des  précédentes 

'7-  «)('  -+-^.  )  =  2,m,a7;Ar  =  ,)  -  y,m,z-^'l,('.,): 
ou  est  donc  conduit  à  com])arer  entre  eux  les  trois  coefticients 

Prenons,  par  exemple,  les  deux  premiers.  Leur  différence 

(23)  I^m,oc-^'l>{p,)  —  2,/?z,r;'|(p,) 

est  n\ille  lorsque  3  =  p',  c'est-à-ilire  lorsque  tous  les  réseaux  du  cristal 
situés  dans  des  plans  parallèles  au  plan  xoy  sont  à  mailles  carrées  : 
c'est  le  cas  du  prisme  droit  à  base  carrée.  Nous  allons  prouver  qu'elle 
ne  peut  s'annuler  que  dans  ce  cas. 

A  cet  effet,  nous  allons  considérer  d'abord  un  réseau  plan,  c'est- 
à-dire  que  nous  ferons  p"=o.  Un  point  du  réseau  aura,  pour  coor- 
données, 

et  l'on  aura  p-^  =  jc'^ -h y'^ .  Les  axes  de  coordonnées  étant  dirigés  pa- 
rallèlement aux  lignes  du  réseau,  et  rorigine  étant  prise  au  centre 
d  nue  maille. 

Si  l'on  pose  y.cr  =  p-  +  p'-,  pins  ^  =  tang^,  on  aura 

"  r 

p  =  -^  cosy, 

p  —  -^sui9. 

V2 
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Nous  poscioiis  >.   --  cosaî.  On  aiir.i 

pi;  =  2K-rt-cos=5  +  2K'-«-'sin- V  =  K-a'-   i  -h'/,    -r-  K'^a-   i  -  /   . 

1  ,.i  (liKci'cncc  rniisi(|(M"cc  devient 

(i  +  ):)l,/n,(rl\-'l'  p,)  —  (i  —  }.]l,m,K'-(r-L,p,). 

l'osdlis   X  =  I\r/,    V-    \\tl,   .If'  et   V  seroill    les  (()(ii(|<i| es  (l'un    ixiinl 

(I  (m   réseau  a    mailles  earrées  dont   la   (lenn-iliniensinM  diiiie   niailli- 


U-UI 


— J4r-: 


— I — ^ ♦ 


t./ 


seiail  (I.  I,e^  1  se  lappoileiont  inainlenanl  a  ee  n-seaii  ;  oi-  un  neiil  \ 
laice  loiirnei-  à  volonté  les  ;ixes,  si  on  les  lail  loninerde  |V.  e'esi- 
a-dire  si  l'on  reinolace 


■  >■  |iar         _     ■      y  |)ar  — ^ 


on  aina  snnpienieni 

pour  la  dillereiiee  considérée.  ;,  prenant  niauilenanl  la  valeur 


\'x''  -i-y*  —  2  À XV. 
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Faisons,  |)oiii-  aljrt'gt'i',  y^--t-j-=  /•,  et  oljscrvoiis  (|iic  l'on  a 

et,  |)()iir  X  ^=  o, 

*  'Il  ,'„  r 

Dans  le  eas  général, 


lions  ferons  abstraction  pour  un  instant  dn  racteur  eonstani,  el  nous 

réduirons  if  p,  )  à  ;7p:;r,  ;  on  a  alors 
?i' 


MiMj^-^)\  =  -- 


+  i)(«,  +  .!)(/(,  +  .5) 


Alors,  par  la  formule  deMaclaurin,  v(p,  )  se  développe  en  série  con- 
vergente, savoir  : 

(/<!+  0(/<i  +  3)f/)|  +  5  )  .  3  (  .r  V  )' 
1.2.3  '    /•",+■ 

(«1  + ))(/(,+  3).  .  .(«,  + 9.W  —  i),,„    (.r|-)"' 

A     -..  :,...;-7   H ; 


1  .  2  .  o  .  .  .  //( 

il  est  aisé  de  voir  que  cette  série  est  convergente;  1<'  rapport  d'un  lerux 

au  précédent  est 

/(|-4-  im  —  1   ),.i)- 
//)  /■- 

dont  la  liinilc  est 

.    ilxy 


\(:ti<).\    pf   i,\    MATii:r,i    I'O.nokr aiu  i;  si  h   i.i;tiii;r.  i'î'î 

Or  on  .1  tniijonrs 

y.lzy  <^.v^ -i-  Y^     ou      .<}..rv  <[ /•-. 


lIllllC 

Oii  <-n  déduit 


_  (/^,  +  l)(/^|-^  3)(/t|-H3).,     V^  (.rv)' 

1.2.3  ^,  /"i^' 

/         .„,(/ii -H  iU«,  +  3). .  .(«,-t- aw  —  iK„,    V  (.ri)'"-' 
''  I.3.3...//I  ^, /•'■.-^-'"■^' 

L«'s  ^,  se  rapportent  ici  à  nu  rést'au  carré,  les  sonmics  cpii  dcjxiidi-nl 
d'uiic  piiissancc  impaire  de  x}' sont  nulles,  cl  l'on  a  siniplenieiil 

>   ///,  2.ryj/^p,  )  =  —  2(n,  -t-  i  a  >   m,  —;^ 

(/t,-n)(«,+  3)(«.4-5).,.^V        (-t;)-)* 

i.2.3.../«  ^      _.,'/".—-' 


//<  etani  un  iionilirc  miji.nr.  De  même,  on  aura 
\  m,   .r-  +  Y^)-l(o,)=y  m,^:l±^  +  (»,4-)(..  +  3)^,     y  ^    (.r.)»(..^,-M 

^  (/i,+  i)(«,  +  3)(/i,4-5)(«,+  7) ,  ,  Y  „,   (■r.r)*(-r'-H.»-> 
1.2.3.4  "   j^,       '  /•"■*' 

^    (/i,-H)(/<,+  3)...(H,-t-2/H-3)^,„_,Y  ^^^   (.ryO^-H-f'-»-.)')  _j^ 

I  .2.3.  .  .(  W  —  l)  '  ,^1        '  ,.«,-S"i     I 

Dans  le  terme  !;(  lierai  âc  rliMcunc  de  ces  séries  entrent  les  coefli- 
cienls 

>   m I   ,„\_^,„^,     et       \   m ,  — ^ „  ^tm-i   " —  ■ 

il  s  ,ii;il  de  les  calculer,  f/i  elaiil  iiii|iair.  luius  leions 
m  =  j.p  +■  1 . 


JABLONSKI. 


>  »  I 

Dans  lin  réseau  à  mailles  carrées,  ces  i,  restent  invariables  quand  on 
lait  louiner  les  axes.  Faisons  a;  =  rcosu,  y  =  rsinu  :  on  a 


(  —iiic)  ci)-w  i'''-- 


>  ''^i    /.^■„+-i  —  >  '^i^rrwï^s  sinoocosw;-''  ^=  y 

or  faire  tourner  les  axes  revient  à  faire  varier  m.  Si  l'on  imagine  qu'on 
lui  donne  toutes  les  valeurs  possibles  de  o  à  qt:  en  le  faisant  varier  par 
(livrés  infiniment  petits,  puis  que  l'on  prenne  la  movenne,  on  aiua  jus- 
l( ment  la  \aleur  de  la  somme  considérée  :  donc  elle  est 

>   m. r —   /      (sin'.j  cosu,"''~"(/oj. 

Or  l'intégrale  peut  s'écrire 

iz:;^.  f"(sin2oO=/'-V/co. 

D'autre  part,  ou  a,  quel  que  soit  l'arc  L  et  q  étant  j)air. 

2*  '  (—  i)-  (sin2U/=  cosQyU  —  -  COS2  q  —  2)U 

,7(7—1)  , 

4-  '—'- COS  2  i  y  —    4  y  t'  -i-  •  •  • 


,,7(7-i)...(^ 


+  -ir 


y(7-'>---(f  - 


on  en  conclut 

r2ît 

donc  le  coefficient  considéré  est  ici 


(2/J  -H  2)(2/J  +  l)2/)(2/>  —  I).  .  .(/)  -f-  2)  1         V^  \__ 

1  .2.  .  .(/>  -^  1)  ^'l"^'  Zj,        '  /■".     ' 
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On  ,1  (le  mc'nic 


V         (.rv)"-'/-'-       V  '     /   • 

2./"'  ,.;,,.»«.-■   =2^, ^■7^/'^"" 


UoCOSUj 


2/){2p—  l)  ...(/>  H-  O      1 


^'X'^'T^ 


I  .  2  .  3  .  .  ./> 

I.c  ternie  i^cnéral  de  la  valenr  de  —  ^i^arvy  p,  )  est  done 


_  f"i+  !)(/<,+ 3)..  .(/fi  +  Zi/i  +  o^^p^, 

I  .2.3.  .  .(2/»-t-l) 
(2/1  -t-2](2/>-|-l)2/»..  .(/>+  2)         I 


,.:i...(p-i-i) 

el,  dans  la  valeur  de  a  1,  w,(.r-  -(- J'")'t'(Pi  ), 


(«,  +  !)(/(, -t- 3)... («, -H  V-^^2/.M  ■.V'(a/'  — ■)•••</' -^- Il 


■.>/.(?./, -i)...(/» -1-1)  _i_  Y  ^^^    _i_ 


1.2.3...  2/> 

Donc,  dans  la  valein"  de 

—  :i,w,  •.'.j:-jy(p,)  -i-\2,/n,(jr'-)- v')'i'(p,), 
le  terme  j^cnéial  si^ra 


-■/'-•  V    "'' 


i.a.3...a/> 

,     vi/j(2/>  — i).  ..(/>  +  3'>(/>-4-2)  ryo-t-i  _  («|+4/»-n)(a/»-t-a)(a/<-t-  0 

I.  »"' 


i.a.3.../j 

on,  tontes  n-dnetions  iailes, 


(3/;  4- !)(/>  + 1)2»''*' 


).-'"-'  ( /(,  4- i)(/;,-l- 3  ).  .  .(//, -f- .|/<  —  0(  3  — /(,  )  Y     "'i 
.'.''""  I  .a.3. .  .(/J  4- I).  I  .a.3.  .  ./<  .,  r"-' 
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donc  la  différence  considérée  est 

/'  |jt,  X  3  — •  «I  V^     n 

(23) 


^    ^.   (»i  +  i)(w,+  3)...(/t|  +  4/>  — 0  >.-^ 


S^ 


2 . 3 . . .  (/>  +  I  ) .  I .  a .  3 . . ./» 


le  coefficient  numérique,  sous  le  signe  S,  étant  fait  égal  à  i  pouryj  =  o. 

Le  calcul  précédent  se  rapporte  à  un  réseau  plan  idéal  qui,  dans  le 
corps,  coïnciderait  avec  le  plan  xoy,  or,  dans  le  corps,  aucun  n'occupe 
cette  position,  puisc|ue  l'origine  est  prise  au  centre  d'une  cellule.  La 
moindre  distance  de  l'origine  d'un  des  réseaux  parallèles  au  plan  .xoy 
est  p";  généralement  la  distance  est  R"p",  K"  étant  un  nombre  in)pair 
positif  ou  négatif.  Nous  la  désignons  par  =,. 

La  supposition  p"  =  o,  ou  s,  =  o  permettait  de  ramener  tous  les  21,  a 
une  seule,  savoir  : 


il  n'en  est  plus  ainsi  si  ï,  n'est  pas  nul;  alors,  si  l'on  fait  toujours 

H  =  j"-+j-     et     x-=^x--\-Y'-\-z-\, 


sui  WCOSC.J  )-''"- 


(9/J  +  2)(2/>-f-l).a/^... (/>-+-  2)  I 


(2/.>  +  i).2/.;...(/->  +  2)       1      Y  r'i-- 


et  de  même 

V  ,„  (■'■y)'"'-''  _  ^/>( 2/)-!)... (/>  +  !)  I  Y        /■••^'"- 

Zj,  i"-""'      ~  1.2.3.../^  O'I'  Zd"      •-"'"'""'' 

Comme  on  peut  l'épéter  les  mêmes  calculs  pour  chacun  des  réseaux 
et  qu'il  suffit  d'ajouter  les  résultats  pour  avoir  la  valeur  de  notre 
ex|)ression  relative  à  tout  le  corps,  il  suffit  d'imaginer  que  1^  se  rapporte 
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en  cffo\  à  tout  le  corps;  on  a  ainsi,  pour  le  Utiik' gpiifral. 

.  À-P^'     (/t,-t-i)...(«|-f-4/>  — ') 
)  a'/'^î  i.a.3...(/>-f-i).i.2.3.../j 

(2/4)    ■ 

la  parciidièsc  peut  .s'écrire 

V  '"'    ■'     I  '  v''^  ,  I 

2,/"'. "^7^/^  I  '^/^  +  '):ï  -  '/'«  +   1/»  +  '    |- 

Si  n,^3,  on  voit  que,  /-étanl  inférieur  à  x,  tous  les  tenues  auront  le 
même  signe  quel  que  soit  p,  d'où  il  résulte  que  l'expression  (23^  ne 
peut  s'annuler  que  pour  ).  =  o. 

Examinons  le  cas  de  n,  <^  3,  c'est-à-dire  i  ou  2.  Reprenons  l'expres- 
sion considérée  sous  sa  première  forme,  savoir  : 

(22)  i,w,jr;'i/(5,l  —  I,/n,v;v(;,\ 

avec  i(p,)r= y—^ — -  -——•  Ne  prenons  (i.uis  la  sonune  (ine  les 

termes  rpii  se  rappoi  tent  à  un  réseau  dont  la  distiiKc  à  l'origine  est  r,. 
La  dérixée  de  notre  expression  prise  par  raj)|)ort  à  z'^  est,  ahstraclinn 
faite  fie  tout  facteur  constant, 


de  même  forme  que  la  proposée,  et  où  n,  est  remplace  par  /i,  -t-  j.. 
D'après  ce  qui  précède,  celle  dérivée  ne  pourra  s'annuler  cpie  pour 
).  =  o,  puistpu^  ici  le  nombre  //,  entrant  dans  {2]  est  au  moins  3.  Si. 
dans  (2a).  on  fnit  z,  =  o,  elle  se  réduit  à  23)  et  a  un  signe  détermine 
pour  un  signe  doiuié  de  X;  lorsque  -,  croit,  elle  varie  toujoins  dans  h 
même  sens,  puis([ue  sa  dérivée  conserve  lui  signe  invariable,  <t.  pour 
r,  =  :c  ,  p,  devenant  inlini,  l'expression  ,22)  s'annide:  il  m  residlr 
<pu',  |)()ui"  toute  \.ileiM'  finie  de  z,,  elle  garde  un  signe  invariable,  li- 
même  <pie  pour  z,  o.  Il  en  est  de  même  pour  la  somme  étendue  a 
tous  les  réseaux. 

Jourii,  lie  yialh.l^i^  série],  tome  X.    —  O.  i..iiiir   iSsi.  |   ' 
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l  n  artifice  analogue  peut  ttre  employé  pour  n,  =  '^  que  nous  avions 
négligé.  Pour  //,  =  4. 

or  on  remaïque  que  cette  valeur  se  déduit  simplement  de  la  valeur  gé- 
nérale en  la  mettant  sous  la  forme 


■H?>: 


1^1  pi 


^-+-3 /((/(,  — 4)' 


prenant  le  rapport  des  dérivées  par  rapport  à  «,  et  faisant  /;,  =  4-  Dans 
(23)  qui  subsiste  quelque  voisin  que  n,  soit  de  4.  on  aura  donc  à  la 
limite,  en  opérant  delà  même  manière  : 

;j.,X        v^        L/'n  ■'^.6...{!^p-\-i)  V" 


-X'^'^Sr 


Hff+''i'')Zji        '    >'     O    1.2. 3.  ..(/>  +  . )-«-2-3.../^    •^'" 

dont  le  signe  reste  invariable  avec  celui  de  X.  On  en  conclut  encore, 
comme  dans  le  cas  général,  que  (22)  ne  peut  pas  s'annuler  et  changer 
de  signe  tant  "que  1  conserve  son  signe,  c'est-à-dire  tant  que  la  diffé- 
rence p  —  p'  conserve  le  même  signe.  Sil'on  avait  n,  =  3,  l'expression  (aS) 
serait  nulle,  quel  que  fût  1  pour  z,  =  o;  en  vertu  du  raisonnement  pré- 
cédent, elle  le  serait  toujours,  quel  que  fût  :;,;  or  cela  est  impossible 
en  vertu  de  (24)  :  donc  il  faut  rejeter  la  supposition  n,  =  3.  Dans  le 
cas  général,  notre  raisonnement  prouve  encore  que  (22)  a  le  signe  de 

\  SI  «,  ^  4>  Pt  lie  ■    ■ 


Ainsi  il  est  démontré  par  ce  qui  précède  que  la  différence  /5  —  a 
conservera  un  signe  invariable  tant  que  la  différence  p  —  p'  ne  chan- 
gera pas  de  signe  et  même  qu'elle  changera  de  signe  avec  elle. 

De  même  pour  7  —  «  et  p  —  p". 

Il  suffit  donc  de  savoir  comment  les  signes  se  correspondent  lorscpic 
î  —  p'  et  p  —  p"  sont  aussi  petites  que  l'on  veut. 

Nous  poserons 

5  =  ?'  —  £         ou        p'  =  p  +  c , 


S  =  ?    —  S       ou       :    =  0 


ô  et  s'  étant  infiniment  petits  et  positifs. 


I 
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I-orsquc  s  =  o,  3'=  o,  z  =  -/  =  ■/',  c'est  le  cas  ilii  ciihe,  on  a 

L<'S  coordoiuiécs  (riinc  particule  dans  un  cuhc  dont  une  cellule  a  |iour 
dimension  22  étant 

X,  =  K.p, 

J.  =  K-'f. 

lU'Uiplaçons  y,   p  par  ?  +  £  dans  y,  ;  p  par  p  -1- a'  dans  ;,. 
Cela  revient  à  faire  varier 

y,   de  R'c      ou     y,  ; . 

:;,   de  K"i'     ou      :,  -; 

P 

donc,  en  choisissant  c?  pour  signe  de  ces  variations,  on  aura 

&x,  =  o.      c?x,  =  y,  ;,      OG,  =  ;,f- 
Alors 

,■>       ri  ^ji  +  Ji  ^Ji  _  £.)'?  + s' j^ 

"?i  = ~ —  — r, ' 

Pi  i':-! 

|)ar  suite 

La  dillerence  l,m,  •l{i,)x^^  —  l,m,  •ifp,)v^  qui  était  nulle,  devient 
donc 

-     >    m,  •:'(?,    -^  -  >   m,  •:    p,    -7^  -   2  >   /«,  v,?i  'V, 

p  l.i-Ji  Pi  ^Ji  ."i  <i^i  -I 


f  i^l  fl 
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mais  actiu'll(Miiei)t  les  :i  se  rapportcDl  au  cube  :  donc  le  terme  en  i'  dis- 
j)arait;  d'autre  pari,  si  /(,5z=4.  on  a 


f(?.) 


{«,-4)(s"+ 3/0  Pi'-'' 
puis 


Z^i  Pi        '^'       3. .3^,  p,     ri  3.3  «,  — 4  ^-f-3/i^,     'pl'-' 

Donc,  si  l'on  pose 

la  différence  considérée  devient 


/^  / «_    /'l+  1  £    »i  +  I    _    2  I         '. 

P    \       3 . 5  /( I  —  4        5  // ,  —  4        3  /( ,  —  4  ,' 
ou 

'    /^  2/'i  — '^ 
3.5    p     «,  —  4 
ou  enfin 

3.5.p' 

donc  [i  —  a  a  toujours  le  signe  de  pi. 

De  même  y  —  a  a  toujours  le  signe  de  pi' . 

Si  n,  =  4,  le  même  calcul  conduit  à  la  même  conséquence;  dans  ce 

cas,  p  =  — ^^Vt   7  '«I  ^'  il  suffit  de  faire  n,  =  4  dans  sa  valeur  eéné- 

raie,  parce  cjue  /*,  —  4  "  V  entre  plus  au  dénominateur.  On  voit  de 
même  que  ft  —  y  aura  le  signe  de  pîi  —  i). 


vcnoN   Di;  i,\   MMiKiii;  po\di:radi.i:  sin   l'ktheii.  jji 

.Sf)it  (loue 

?<?'<?"       ou       î>0,       c'>(J,        j'>s. 

Si  p  <C  <),  on  aura 
et,  par  suite, 

à  la  plus  petite  diineriMon  correspond  le  plus  ^rarid  indice,  à  la  plu.', 
grande  le  plus  petit. 

C'est  l'inverse  si/j  >■  o. 

La  comparaison  du  calcul  aux  données  expérimentales  va  nous  per- 
mettre de  choisir  (Mitre  ces  deux  lois. 


IX.   —    Prisme  droit  a  base  carrle. 
Désignons  l'axe  des  ;  suivant  la  hauteur,  alors  o  =  o'  :  donc 

ou 

par  sniti' 

V,  =  y,,. 

L'indice  ordinaire  est  i,i   \alenr  ( oinmuiie  de  ces  deux    indices,   le 
troisième  V3  est  l'indice  extraordinaire.  On  a 

I  I  —  I 


I    I  —  Y 

a  cause  de  a  -f-  |3  -f-  y  =  o,  on  a 

7  =  —  2a, 

donc 

v,î     I   -I-   .)  3 

v'  I  —  SI 
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Si  l'on  jîosc 

^ /• 

on  en  tireia 

r- I 


Cette  formule  permet  de  calculer  a,  et  par  suite  y. 

L'expérience  prouve  que  les  cristaux  de  ce  système  se  partagent  en 
deux  catégories,  savoir  : 

Les  cristaux  répulsifs,  où  Vo>-  v^  ou  />  i . 

Les  cristaux  attractifs,  où  v„<^  v^  ou  /<^  i . 

Dans  les  premiers  a  >  o,  7  =  --  2  s:  est  négatif;  donc 

7  —  a     ou     —  3a  <  o. 
Parmi  les  cristaux  répulsifs  de  ce  système,  on  peut  citer  : 

11-  1  1  P        2 

Le  mellite  pour  lequel  -i^  =  -; 

Le  molybdate  de  plomb  pour  lequel   4-  =  TyJ 


L'octaédrile  pour  lequel  77,  =  -3' 

et,  parmi  les  cristaux  attractifs  : 

Le  zircon  pour  lequel  7^  =  —  ! 
La  staniùte  pour  lequel  4  =  -• 

J'emprunte  ces  nombres  à  l'ouvrage  de  Dufrénoy. 
Donc,  pour  les  cristaux  répulsifs  où  l'on  a 

Ê  =  o,     £'>  o. 
On  doit  aussi  avoir  —  3a  ou  pz'  négatif;  il  en  résulte 

P     O"     ^^<° 
(t.  pour  les  cristaux  attractifs, 

£  =  0,      £'<o,     pc>o; 
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iloiic  piicorc 

(hnc  y.|  <^  o  si  rél/ier  libre  peut  propager  les  vihra fions  longitudinales, 
cesl-h-dire  si  g  -\-?th'^  a. 

On  |)('iit  encore  en  tirer  une  autre  conséquence.  On  a  vu  dans  !<• 
uunuMf)  précédent  que  j'î  —  «  <'i  le  signe  de 

(22) 


"i  —   )   A'  -t-  3/(     ' 

où  \  =  cos2!5  et  tangî  =  '^^ 

De  la  même  manière  y  —  a  aura  le  signe  de  cette  expression  ou  Inii 
fait  maintenant  tangî  ■=  ^■ 

Or,  j)()ur /y">  0,  d'où  5  > '(.')"  ou  À  <  o,  on  doit  avoir  y  —  «  ■<  o; 
connue  — '—^  est  negatil,  on  en  conclut 

A"  -r-  ■>  Il  " 


Donc,  si  «,  ^  4,  il  est  ou  inférieur  à  3,  c'est-à-dire  ■?.  ou  i ,  ou  supé- 
rieur à  [\.  Nous  avons  déjà  observé  (n°  6)  que  la  valeur  i  devrait 
être  rejetée  et  que  la  valein-  -x  était  peu  probable  :  donc  il  v  a  liiii  de 
penser  que  «,  i  /|. 

Si  «I  =  /|,  y  —  a  a  le  signe  de 


[2^) 


A' -1-3/» 


|)oiu- (5'>  p,  >-<«>;  donc  on  a  le  signe  de   ,— '^Vt^-  (pii  est  bien  neg.'i- 

live,  connue  ci-Ja  doit  rtrc    \  la  vérité,    l'idocrasc  pour  lc(|u<l  on    id- 

niel  7»  =  ^  (Beudaut)  et  qui  est  répulsif  s(  inblc  f.iirc  fxccpiion,  mais 

les  raisons  do  simplicité   qui  font   admettre  ce  rapport,  et  (pii  soiU 
tirées  de  la  considéralion  des  modifications  sin-  les  arêtes  de  la  base. 

coiiduir.iieiil  tout  aiisM  iuen  au  rapport  simple  \  eoulorme  i  l.i  liiéorie. 
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et  il  est  à  remarquer  que  ce  cristal  se  présente  le  plus  souvent  sous  une 
forme  allongée  dans  le  sens  de  la  hauteur. 

La  loi  que  donne  le  calcul  nnyaut  Jamais  été  soupçonnée  par  les  obser- 
vateurs, ils  ne  s'en  sont  pas  aidés  dans  les  cas  douteux,  et  peut-être 
faut-il  voir  dans  l'idocrase  un  premier  exemple  de  l'usage  que  l'on 
peu!  faire  de  cette  loi  pour  la  détermination  plus  exacte  de  la  forme 
primitive  d'un  cristal  appartenant  au  système  du  prisme  droit,  à  Ijase 
carrée. 

Pour  les  prismes  droits  à  base  rectangle,  ou  rliombe,  ou  parallélo- 
gramme, qui  admettent  deux  axes  optiques,  on  pourrait  encore  lirei' 
une  vérification  du  calcul  au  moyen  de  l'angle  des  axes 

Si  l'on  considère  un  ellipsoïde  dont  les  axes  seraient  dirigés  suivant 

les  trois   axes   principaux,  et  dont  les  longueurs  seraient-,  —,    -, 

on  aiu'a  les  axes  ojitiques  en  prenant  h's  diamètres  conjugués  aux  sec- 
lions  circulaires  de  cet  ellipsoïde;  il  en  résulte  que  dans  lui  prisme 
droit  à  base  l'ectaugle  les  axes  doivent  élre  dansiui  plan  perjicndicu- 
laire  à  la  dimension  movenne. 

On  trouvera  sans  peine  que  le  tlenii-angle  des  axes  optiques,  c  tst- 
à-diie  l'angle  que  f.iit  l'un  deux  avec  l'axe  tles  x  correspondant  à  la 
dimension  p,  (\st  donné  par  la  fornude 


tang=I  = 


(fJ-a)(l-2Y). 
(a-7)(l-2a)' 


la  différence  tang'-I  —  i  a  le  signe  de  [v.  —  -y)!'  —  -i'^),  c'est-à-dire  d(! 
a  —  y.  Or,  si  p  <C  p'  <C  p" -  comme  p  ou       '  '      <|  o,  on  a 

a>/5>7. 

Donc  «  —  7  >  o,  I  >  4  i"  '•  il  en  résidte  que  c'est  Vaxe  principal  corres- 
pondant à  la  plus  grande  des  trois  dimensions  qui  est  la  bissectrice  de 
l'angle  aigu  des  axes  optiques. 

Les  ouvrages  spéciaux  donnent  bien  pour  certaines  sidjstanees  la  va- 
leur de  I;  mais,  sans  indiquer  comment  les  axes  optiques  sont  disposés 
par  rapport  aux  arêtes  du  cristal,  je  ne  puis  donc  pas  vérifier  cette 
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rouséqiieiicp  du  calcul.  Si  clic  est  trouvée  exacte  sur  les  < orps  doiil  la 
forme  primitive  sera  mm  (ioiitciisi',  clic  |)(i-mcttia  de  la  lixcr  <ians  les 
cas  douteux. 

.le  vais  maintenant  appli(|ticr  le  calcul  aux  rhomboèdres  qui  nous 
fournissent  des  résultats  comparables  aux  faits  observés  et  complele- 
meut  (laccord  avec  eux. 

X.  —    RHoMiîoiinnE. 

Les  cristaux  apjjarteiiant  au  svslèun'  du  riiomboédre  jouiss<'iit  de  la 
double  réfraction  uniaxiale  qui  devient  simple  dans  le  cas  particulier 
du  cube;  ils  se  partagent  aussi  en  cristaux  répulsifs  et  eu  cristaux  at- 
tractifs, et  ont  été  l'objet  de  travaux  particuliers  ih'  Mitsclierlicli  et 
de  M.  Fizean.  Nous  prendrons  pour  axe  des  z  l'axe  du  cristal,  ou 
plutôt  l'axe  de  la  cellule  qui  est  un  rliomboèdre,  et  pour  axe  des  .i 
et  des  y  deux  axes  rectangulaires  quelconques  dans  un  plan  perpendi- 
cnliire  au  premier,  mené  par  le  centre  de  la  cellule.  Les  lignes  du 
1  lislal  sont  parallèles  aux  arêtes  du  rhomboèdre,  elles  forment  le 
même  angle  0  avec  l'axe  et  entre  elles  le  même  angle.  I.cuin  projections 
siu"  XOY  forment  avec  ox  des  angles 


Si  l'on  désigne  par 


a,     Ij,     c, 
a',    b,    c' , 

a",   b",  c" 


leurs  cosinus  directeurs,  on  mira 
«  =  sin9cos',>,     a' =  sin!/ cosi  o)  +   j-  1'     rt"  =  sin5  cos( '.j -f- ^  b 
/>  =  sin5sin(.>.       // =  sinî  sin  (  O)  4- ^  ).     // =  sinî  .sin  ( '.) -h  ^  |. 


c  =  cos  9 , 


Nous  prendrons  trois  nouveaux  axes  i\v  coordonnées,  p.irallèles  .iiix 

Jnurii.  <lf  Miith.  (.(•  Sfric),  tome  X.  —  Oitimni;  i.SS'i.  I  I 
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arêtes    du  trièilre  au  sommet,   c'est-à-dire  aux  lignes  du    cristal,  et 
menés  par  l'origine;  les  (ormules  de  transformation  seront 

X  =  ajc-'-h  a'v'-f-  a"z', 
y  =  bar'  -h  b'y'  -\-  h"z', 

z  =r.  ex'  -^  c'y  +  c"z' . 

Nous  allons  d'abord  faire  voir  que  les  coetllcients 

sont  bien  nuls.  Si  l'on  désigne  par  j, ,  y'\,  z\  les  coordonnées,  dans  le 
nouveau  système  d'axes  de  la  particule  j:,,  y,,  ^| ,  on  a 

^iji  =  abx"^-\-  a'b'y"^-^  a!'b" z'l-\-  [ab' -\-  ba')x\y\ 
H--  [ab" -\-  ba")x\  z'^  +  (a'b"-h  b'a")y\  z', . 

Les  particules  sont  également  espacées  sur  chacinie  des  trois  lignes, 
et  rien  n'est  changé  si  l'on  échange  entre  eux  les  trois  axes  6x,  o'y,  oz\ 

ce  qui  revient  à  faire  tourner  le  cristal  de  —  autour  de  son  axe  o[)- 
tique.  Donc 

2,w,a;','(f(p,)      =2,m;r;4'(p,)  =  l^m,zf<^[p^), 
l,m,x\y\']^[p,)  =  l,m,x\z^<^{p,)  =  l^m,y\z^i^{p,)- 


(I  ou 


2|Wi  '■(  }'i4'(P))  ==  {ab  -h  a'b'  -+-  (ï'b")l,m,x'^  f\i{ft) 

-h{ab'-r-  ba'-h  ab"-+-  ba^a'b"+  b'a")l ^m ^x ^y ^'^{p ^) 
Or 


ah  +  a' b'  +  u" b"=--  sin'î    cos&j  sinco  -h  cos(  oj  -+-  ^  jsin(  lo  + 

-4-  cos  (  w  -4-^-  j  sin  (  o)  +  ^  I 
=  -sin-5    sin2  w  -+-  sin  (  2  w  -t-  4r  )  -•-  sin(  2  w-t-  ^"  H  =  o; 
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"le  même 

ab'-ir-  ba' -r  ah" -\-  ba" -^  a'b" -^  lia 

=  siii-5    sin(  2w  +  3-  )  -^-  ^i"  (  '-i'^  "f"  -y  )  "•"  '''"  ^'"'    ~  '•• 

Donc  1^m^x  ^y^'^[p^)  est  idenliquemciit  nul  cl  de  même  les  deux 
antres.  Nous  soinnies  bien  dans  le  cas  où  les  formules  du  it"  7  sont 
;i|)|ilic.d)Ies. 

il  est  liicile  de  \énlier  de  la  niriue  manière  que 

1)  où  il  résulte  que  la  double  réfraction  est  uiiiaxiale,  comme  |)(mi' 
un  j)risme  droit  à  base  carrée. 

Pour  connaître  la  relation  de  f^rantleur  entre  les  deux  intlices  or<li- 
naire  et  extraordinaire,  il  suffit,  d  api'és  ce  qui  a  été  dit  au  n"  9,  Ac 
coiuiaitre  le  signe  de  x.  Or  on  a  toujours  [§  VII.  éq   (17) 

avec 

«  _        T 


Prenons  pour  nouveaux  axes  ceux  ([ue  Ton  a  déjà  définis.  Soit  V 
l'angle  cju'ils  font  entre  eux  et  <|ui  n'est  autre  chose  que  l'angle  de  la 
face  au  sommet  du  rliomboéilre;  désignons  par  ).  le  cosinus  de  cet 
angle,  on  a 

f\  —  -r ,"  +  .>','  +  =  i' -•-  2 '>'{x\y\  +  x\  s',  4- ^v',  z\  : 
donc 

-I-  :? ). i ,  m,  1  a:',  V,  -t-  x\  z\  -(- v',  s',  ) t}.  (  /i ,  ) . 
puis 

.r'-^  =a■-a.Y^-  «  '-v,"'-f-  a"-s,"+  2aa'a\y,  -+-  uaa' J:\z\-i-  2n'a">',  ;j  ; 
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[)ar  suite 

V,  «,..  ;  (^p,  )  =  ^(a" -t- a'=  +  a"=)  5;,7n,  (a7;-  +  y;-l- s;)  t|/(f>,  ) 

-t-  l{aa'-h aa"-h  a'a") l,m,{jc\y\  +  x\ z\ -hy\ z\)  'f  (?, ), 
or 

2{aa'-h  aa"-h  a'a")^=—  ^sia^5, 

<"t  curiii 

(■os^      ou     '/.  =  aa  + ùb'-h  c'c'  =  i  —  lsm-5. 

Donc 

i, ;«,  a:;.^(p,  )  =  il  1  -  >.)  -i  "^  (^7  +  7?+  =?)  'H?.  ) 

-  î(t  -  ^)  ^.  "«I  (•'^'.y. + ^\  < +y.  ='.) +(P-  )• 

Il  en  résulte 


2,5' 


(  3a(.  +g-,)  =).2;,/n,(a:',-  +  y,-+3';-)if(p,; 


+  (  I  +  X  ;  :S,  m,  (a7',y,  +  a;',  =',  +  y,  z\)^p,). 


Nous  allons  développer  le  second  membre  en  série  convergente  sui- 
vant les  puissances  de  X,  en  considérant  d'abord  le  cas  où  X  est  en 
valeur  absolue  moindre  que  ;  et  plus  particulièrement  lorsqu'il  est 
négatif. 

Nous  ferons 

0^7 + y,' +  3,'  =  r^ 

x\y\ -+-  a-', z\-hY\  z\  =  |. 

Pour  effectuer  le  développement  par  la  formule  de  Maclaurin,  il 
faut  faire  X  =  o  dans  tous  les  termes  du  développement;  les  1,  qui  y 
entreront  devront  donc  être  considérées  comme  se  rapportant  à  un 
cristal  cubique  pour  lequel  la  demi-dimension  d'une  cellule  serait  égale 
à  la  demi-arète  de  la  cellule  rhomboédrique. 

On  a 

^  =  1, 


et  pour  X  =  o. 


dl  /„  ■ 
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Prenons  d'ahorcl  le  ras  général  où  «,  p^  /|,   et  faisons  abstraction 

pour  un  instant  du  fadeur rrrrr-rrr^J   ^^^^^  '^^P'^  ^^  réduira 

à  777^1»  et  l'on  aura 

/  N,„("i-<-')(^'i  +  3)...(/i,  +  2m  — i)^        i"-  

-+-(-')     ,.2.3. ..m  ^'     r".— '  "^ 

Cette  série  est  convergente.  En  effet,  puisque  par  hypothèse  ).  est 
en  valeur  absolue  moindre  «pie  .',  V  est  compris  entre  6o"  et  120";  il 
en  est  de  même  de  son  sup])lément;  on  peut  donc  construire  un 
triedre  dont  les  trois  faces  auront  même  valeur  i8o°—  V.  Prenons  les 
arélesde  ce  Iriédre  pour  axes  de  coordonnées  et  imaginons  lui  point 
(pii  aurait  |)Our  coordonnées  dans  le  système  a;', ,y,, -, .  Le  carré  de  la 
distance  de  ce  point  au  sommet,  lecpiel  est  toujours  positif,  aurait  pour 

\aleur 

x';-hy"' -+-  s;  -  2).(a:-',  v',  +  x\  z\  -t- v',  z\  ), 
donc 

r-  —  2aE  >  o; 
d'autre  i)arl.  on  a  aiissi 

cl,  par  suite, 

r='-^2).|>o. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  on  a 

^<. 

en  valeur  absoliu-. 

Or,   le  ranixiit  d'un  terme  au  précèdent  dans  la  série  considérée  a 

visiblement  pnur  limite  —  ^-i^;  il  est  donc  toujoiu's  inférieur  a  I  en  va- 
leiu-  absolue,  et  la  série  est  bien  convergente. 
Actuellement,  on  a 


^V  V  ,  .2.3.  ../H  ,.n,^im-l 


I  .2 
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et  de  mèuip 

1,  m,.  x\y\  +  x\  z\  -4-  y\  z\)<\fip^) 

,^  (      ,y„  (^'i +  ')(«!  + 3).  ■■(«1  + -2/»  —  !).,„ ^.  ^      ;""^'       , 

^  I.'2.3.../?«  -—Il     ^.7,T->/«^l 

Nous  sommes  conduits  à  calculer  les  sommes,  telles  que 

l,m,  -; ) 

ii  se  rapportant  à  un  cube,  comme  on  l'a  observé.  Or,  tlans  un  cube, 
la  valeur  d'une  pareille  somme  est  indépendante  de  la  direction  des 
axes.  Prenons  pour  nouvel  axe  des  z  la  droite  menée  par  l'origine  et 
également  inclinée  sur  les  directions  positives  des  trois  axes  ox',  qv. 
oz,  lesquels  sont  censés  ramenés  maintenant  à  être  rectangulaires, 
et  dans  le  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  l'origine  pre- 
nons deux  axes  quelconques.  Ces  axes  étant  désignés  par  ox,  ov,  oz, 
on  voit  que  z  n'est  autre  chose  que  la  distance  du  point  .r, ,  y,,  z\ 
au  plan  précédemment  déilni  et  dont  l'équation  dans  le  premier  .sys- 
tème est 

x'-h  /-h  z'=  o; 
on  a  donc 

ou 

■Si  maintenant  on  désigne  par  Q'  l'angle  que  fait  avec  o:  la  droite 
qui  joint  l'origine  au  point  x\,y\,  s',,  on  a 


et,  par  suite, 

2=  =  (3cos-5'—  r 
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Désignons,  en  outre,  par  0/  l'angle  que  fait  avec  ox  la  projection  de 
celle  même  droite  sur  le  |)lan  xny.  Si  Ion  imagine  <\uv  l'on  fasse 
tourner  les  axes  ox',  oy',  0:'  ou,  si  l'on  veut,  les  axes  ox,  or,  oz  de 
toutes  les  manières  possibles  autour  de  l'origine,  (  <•  cpii  revient  à 
(lonn(  r  a  oj'  cl  à  6'  toutes  les  valeurs  possibles  et  variant  par  degrés 
aussi  petits  ([ue  l'on  veut,  puis  rpie  l'on  prenne  la  niovenne  des  va- 
leurs de  1^  ainsi  obtenues,  on  aura  justement  la  valeur  de  2,,  puis- 
(pi'elle  est  restée  unariable  dans  ces  cbangemcnts  \C\vc\iy,  Exercices). 

Nous  nous  bornerons  à  faire  varier  ca'  de  zéro  à  27r  et  0'  de  zéro  à  -. 

a 

ce    (pii   suffit    pour   cpie    cos'î'   |)renne   toutes   les  valeurs  possibles. 

Ou  a  ainsi 

ou,  si  Ton  fait  cos!/'  =  u, 

En  dé\(!<)|ipanl     \u'-  —  \  )'" ,  il  serait  lac  ile  d'avoir  la  \aliurde  liutr- 
grale,  mais  il  est  préférable  d'opérer  de  la  maïuére  siuvante. 
Faisons 


^"■=7jr.  f  C^u'-  ifdu. 


I.  inlcgratiou  par  pailies  donne 

/(3u-—  i)'"du  —  ii^)ir  ~  iy"  —  6mfu\5ir—  \)"'^'  du 
=^u{'6u-—  1)"'—  2/n/(3u*-  lydu 

-  2mf(Su''-   i]"-'dii; 


f    (  3  u'  -  I  )'"  du  --^  2'"  ~  -jm        (3  M-  —  I  /"  du  -  2  w  /      3 m-  -  i       ' ,/// . 
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Divisons  par  2'",  nous  aurons 
(a6)  (i  +  2/n)X„-t-mX,„„,  =  I. 

Pour  m  =  o,  on  a 

X„=  C   du=  I. 

•  0 
Pour  m  =  I , 

i^X, -t- X„  =  I ,      d'oii      X,^(). 

L'équation  précédente,  qui  peut  être  considérée  conune  Tine  équa- 
tion aux  différences  finies,  est  analogue  à  l'équation  différentielle  li- 
néaire et  peut  aussi  se  résoudre  par  lui  procédé  analogue. 

l'osons 

x„,=  K,„x;,. 

Avec  les  conditions 

K,  =  o.   x;  =  i. 

l'équation  (2G)  devient 

(57)  (i  +  2m)K,„X„,+  mK,„_,X„,_,  =  I. 

Déterminons  X^„  par  léquation 

(i  -h-2»2)X'„-f-mX^,_,  =  o, 


il  ou 


X'   =—       "'      X' 


Si  l'on  fait  successivement  /w  =  2,  '3,  . . .  m,  on  a 

x;  =  -  f  x; , 


x'„.  =  - 


-X       , 


ot,  en  inulli|)liant  membre  à  membre  et  snj)piiiiiaiit  les  fai  tiMirs  coi 
niuns. 

V'         /         ^■•.-■         2.3.4. .  .m 


3.5.7.  •   (awi  ■+- 1) 
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I/(VHintion  '27'  dcviciil  alors 

ou 

K    _K        —  '  —I       .  ,ffi-.3-5.7...(aw  — 0 

1^»,      •^"'-'-  (,_^.,,„)V,„-^~'^  ..2. 3... m 

Donnons  maiult-nant  à  m  les  Valeurs  2,  j,  . . .,  «?.  ikjus  aurons 
3 


K.  -  K.      = 


3.5 


'^'-■^^     =+173' 


IV,„-K. 


.(.?/;i  — I) 


1  .  2  .  3  .  .  .  //i 


Ajoutons  membre  à  mcmhre,  cl  tenons  com[)te  de  la  con(litif)nK|  =  o. 
nous  aurons 

K     —  _  -  -i-  ^  _  3..>.7  _i_    _  ,  vn-i  3.5.-...(2/;/  — Il 

^"'~        2     '     2.3         2.3.',    •   •■■    ^        '^  l.2.3.../« 

La  série  obtenue  en  faisant  croître  m  indéfiniment  est  divergente,  parée 

que  le  rapport  tl'un  ternie  au  précédent  tend  vers  2  ;  mais,  si  l'on  formr 

X„,,  on  a 

Y    —  C  _  I V"  -  '         I  ■  2 . 3 . . .  //< 

■«■/«  —  V       '  ;        ?.  ■{  -       ,  o  »,  -i_  ,  \  """ 


3.5.7.  •  •  1 2  /;/  -h 
lU 

2//(  -h  I  L 


///  y  m  —  Il 


lin  —  I        (2/71  —  I  )  (2  »j  —  3  ) 

_  /«(/M  — i)(wt  — 3)  ,    ,.       ,^,„         3. 4.0. 

(2  //t  —  I  )  (2  «t  —  3  )  (2  wi  —  5  ) 


(-1)'".      '■'■^■^■■■"'         1, 


en  renversant  dans  l\,„  l'ortli'c  des  termes.  Aclnellcitunt,  si  I  on  lait 
eroitre  m  indélininient,  la  série  obtenue  dans  la  jiarenthése  <'st  con- 
vergente, car  le  rapport  d'un  ternie  au  précédent  tend  vers  '.  Il  eu 
résulte  cpie  X,„  tend  vers  zéro.   De  plus,   tous  les  termes  de  la  paren- 

Jiiiirii.  di-  Mtuh.  (.,'  s.-iio  ,    roiiu-  X.  —  OcTocnE  iSS',.  '|.' 
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ihèse  allant  en  décroissant  à  partir  du  premier,  la  parenthèse  conserve 
une  valeur  positive,  et  il  en  est  de  même  de  X,„. 

La  relation  (2G)  permet  de  trouver  la  limite  de  la  parenthèse;  fai- 
sons 

[■2jn  +  i)X,„^  S,,,, 
l'équation  (  2G  )  devient 

i  m   —  I     .  ' 

S„,  et  S,„_,  étant  de  même  signe  et  tendant  vers  une  niém(>  limite  S, 
on  a 

S  +  ^S  =  i, 
d'où 

S  =  |. 

C'est  justement  la  valeur  que  l'on  obtiendrait  en  remplaçant  dans  la 
parenthèse  chaque  terme  par  sa  limite,  ce  qui  donnerait 


4-  7 


Cela  posé,  cherchons  le  terme  général  du  second  membre  del'écpia- 
tion  (25),  il  sera 

/       ,y«      (/>,  + i)( /i, -t- 3)  ■■■(/),  + 2 /»  —  i)^,„^,  ^,   ^^  ;'" 

,  y„         (  «  1  -)-   1  )  (  "  I  -T-  3  I  .  .  .  (  /( ,  +  3  «;  —  1  1 

^         '  \  .i.'i.  .  .m 


l"'^'l,m,-^^ 


^         '  ]  .2.'i.  .  ./?i(/n-h  1)  '        ""'      ',■"-'-'"■'' 


,  (  « ,  +  I  )  (  /? ,  H-  3  ) .  .  .  (  /; ,  -H  r>  /«  —  j  ) .  ,„  ,  ^,                I 

^  -i"2|  -;; — r 

1 .2. . .//(  '      '  /■",-' 

«1+2  m  -+-  I 


X  (  X,„  +  X„,+  , '"^JjT^ X,„^o  ), 

an  lactcnr  près, 

\M 

(«1— 4)(5"  +  ^/0" 
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De  l'équation  (26)011  tire 

(3 -t- 2m)X„,^,  +  !_/« -H  i)X,„      =1, 
(5  -+-  2/n)X,„^2-f-(/n  -f-2)X„,.,  =1, 

i|iii  pcrnicttt'iit  de  (.alculcr  X,„^,  et  X,„+.,  on  fonction  de  X„;  la  pan-n- 
llièsp  devient  alors,  toutes  réduclioiis  faites, 

'         //•_  \       (W+2)X„,+  I 

W       "'''(3  +  2/n)(5H-2»i)' 
Donc,  enfin,  le  terme  général  de  la  valeur  de  3a(i  +  g,  '  devient 

_  /  _      y„  (/i|+  l)(«i+3)...(/t,-t-2OT  — 1)  |X| 

^        ''  1.2.3. ..»j  g-^'Hi 

''    ^1 '•■'■'   ■         (  3 -+- 2 //i  )  (  5 -f- •■! /«  1 
I,c  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  donc,  en  valeur  absolue, 

«  I  -H  2  /«  —  I  .    I  -i-  ■'.  //)      (  «<  -H  2  )  X„,  -i-  I 


■  5  -+-  2  m  (  7/t  -M  )  \,„..,  +  r 
le  dernier  facteur  peut  s'écrire 

/?'  -t-  2  o        , 


I 


il  a  pour  lunile  f-^ ou  1.  De  même,  r a  pour  Inmic  I.  enlni  c 

premier  a  pour  limite  2;  donc  la  limite  du  rajiport  considéré  est  2/, 
kupu'l  est  moindre  fpie  I  par  hvpotliése.  Il  en  résulte  que  la  série  est 
l)ien  convergente. 
On  a  ainsi 


3«(t  -+-  g,) 


3A- 7^> 


'      1  [a  5.7  a. 0.7  a. 3. 7. 11 

^        '  i.a.3...//i  (3 -+-a//j)(5-f-a*n) 
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Pour  n,  =  4,  on  a  immédiatement,  suivant  une  remarque  déjà, 
railc, 

3a(i  +  £^,  )  =  — 'At-f  2,w,  — -^ 1 ...    . 

La  série  obtenue  n'est  convergente  que  si  ).  est  compris  entre  ^ 
et  —  i'\  cette  condition  est  toujours  satisfaite  lorsque  l'angle  A'  est  obtus, 
c'est-à-dire  X  négatif,  car  l'angle  V  ne  peut  pas  atteindre  120°,  la  for- 
mule (28)  est  donc  toujours  applicable  aux  rhomboèdres  obtus.  Dans 
ce  cas  tous  les  termes  de  la  série  sont  positifs,  et  a.  a  constamment  le 

.signe  de  '      ■   Lorsque  V  est   aigu,  c'est-à-dire  X  positif,  la  for- 

mule (  28)  n'est  pas  toujours  applical)le,  parce  que  l'angle  V  peut  des- 
cendre au-dessous  de  60°,  et,  de  plus,  même  dans  les  cas  où  la  série 
resterait  convergente,  on  ne  voit  pas  immédiatement,  à  moins  que), 
ne  soit  très  petit,  que  a  conserve  un  signe  invariable,  comme  nous 
nous  proposons  de  l'établir.  Il  faut  avoir  recours  à  un  autre  mode  de 
développement. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  on  voit  que  l'équation  (25) 
peut  s'écrire 


p^  avant  toujours  la  valeur /'- -1- 2 ).|.  Si  l'on  fait,  connue  on  l'a  dit. 

3  cos-0'  —  I     ,, 

Ç   =   -2 '■' 

port  à  0',  on  aiu'a 


^         3  COS-0' —  I    ,,  ,  t     1       I  •     1  •   1 . 

Ç  = /-,   |)uis  qu  avant   de  développer  on  uitegre  par  i-ap 


Mm Y      "'1         1        2__ 

1  "1  —  4  )  (^'  -t-  '^  />  )  Zii  '•" -'  J„     v''[i-(-),(3c 


(3cos-0'— i) 


C'est  de  cette  dernière  intégrale  que  nous  avons  formé  le  développe- 
ment par  rapport  aux  puissances  de  X,  dans  le  cas  où  2X  est  en  valeur 
absolue  moindre  que  i .  Pour  avoir  un  développement  convergent 
pour  toute  valeur  jiositive  de  X  moindre  que  I,  nous  procéderons  de  la 
manière  sui\ante  : 
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,,           ,                      , ,,            I  -t-  ro^aO'     .,      . 
Iicniplarons  cos- S   par >  il  \ient 

I  -+-X(U-os-5  -  i)=  ^ =  ^~l'  +T— T™^-^  j- 

|)(,sons ^-  =  E.  pour  toute  valeur  de  ),  comprise  entre  /.éro  et  1. 

£  est  positif  et  inférieur  à  1.  On  a  ainsi 


Vp>.  +  i)-;-3().-t-i)ro';20'    .     ^.  ,^, 


/■^ 


(I  -H  îCOS  2  ()')"■ 


siii  7  (17 


On  peut  maintenant  tlévelopper  (i  -r-  icosiO')      -    en  série  eoriM-i- 
£;ente  suivant  les  jjuissances  de  s  cosaî'  ;  on  a 

l  +  £COSU$')       '     =1 ' ECOS25  -i ■ —r^ a-cos^2& -f-... 

.     /         ,  y„  («,-}-l)(",  +  3)...(/t,H 
"^^  ^1  2.4.6. ..2W 


on  en  conclut 


p).  + 1 


osaO')".-^' 


:sin5'f/0' 


pX+ijl    /     sin  W/')  —  ^^-^-| — =/     cos-2  5'sin5' r/5' +  . . . 

^  ■'  2 .  .'i  .  6 .  .  .  2  «J  ^/„  J 


et 


/"'     3(X-H  i)co3aO'       .    f.,  jf 

7   i/(i 


^(1  -h  EcosaO')". 
•jfX+i)      /     oosaO'siuO't/!/'  —  "\^  '  £  /     cos-aô'sinî'^/î' -i- . . . 

_l_     _  I  V"  i-J ^—7-^,-! £       /       0(»s"'     '  ■2J  S\UJ  (h     - 

'  2.i.b...a»i  ./„ 
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Nous  poserons  ici 

X,„  =  /     cos'"  2  5'  sin  5'  clh' 

■K 
r.i 

=  /    (2  cos-9'— i)"'sin5'£/5'=  /    i^tr  —  i  ""du, 

en  faisant  u  =  cos 5'. 

L'intégration  par  parties  donne  la  relation 

(-9)  ( '  ■+-  2w)X„, -h  2mX,„_,  =  I, 

avec  la  condition 

Xu  ^  /    du  =^  1 ,     d'où     X|^— j. 

Si  l'on  pose,  comme  on  l'a  déjà  fait, 

x,„  =  K„,x;„, 

puis 

(1  -t-  2to)X„,  +  2mX^    ,  =  O, 


avec  les  conditions  Ko  =  I,  X„  =  T,  on  aura 

2.4.6. . .2  m 


'"       ^         -     1 .3.0. .  .(2m  +  1) 


,,  I         1.3        1.3.5  ,        ,„,  1 .3.5. . . (2/w  —  0 

K,„  :=  I ! '  .     f         ,  -m 


2.4 


2.4-6  '  '  '  ^  '  2  .  4  •  6  .  .  .  2  //J 


La  série  obtenue,  en  faisant  croître  m  indéfiniment,  est  ici  conver- 
gente. En  effet,  on  voit  d'abord  que  les  termes  vont  sans  cesse  en  dé- 
croissant, car  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  en  valeur  ab- 
solue    ou  I )  toujours  inférieur  à  I.  Comme  la  série  a  ses 

2  //i  2  m  ■' 

termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  il  suffit  de  montrer  que  le 
terme  général  tend  vers  zéro.  Or  on  peut  toujours  prendre  un  nom])re 
m'  fini  assez  grand  pour  que 

i_ 

1 -,<e  ■■""■. 

2«i 
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e  étant   la  base  ik-s    logaritlimcs  népériens,  et  a  fortiori  ponr   luiil 
nombre  supérieur  à  m' .  Le  terme  général  peut  s'écrire 

\,  ''.'V  4/       \  irn  — 2/V  irn/y  a/rt-l-?./       V  2  rit' 

iNIettons  à  part 


(le  produit    a  nni-  valein-  finie;   le  pi-oduit  des  autres  facteurs  esl 

moindre  que  e  '  '"    '"'        '"    qui  tend  visiblement  vers  zéro;  il  en  ré- 
sulte bien  que  le  terme  général  considéré  tend  aussi  vers  zéro,  et  par 
suite  que  K,„  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  lorsque  m  croit 
indéfiniment.  Cette  limite  est  positive  et  inrérieureà  1. 
(Jn  a  maintenant 

Y      —f_,\m  2.4.6.  ..2/»  ^ 

^"'  —  ^         ')      l.3.5...(2//l-Hl)       '" 

ou 

X,„=(-.r(.-^)(.-4)...(r-^^)K.. 

I.e  mèmeraisonnemeiil  prouve  que  \,„tend  vers  zéro.  ActuellenK-ntoii  a 

..  '  V('  "+"  ECOS20')"i*' 

^        '  3 . 4  ■  •  •  2  m  ■  '"      "  ■  •  I  •  • 

/-'    3(X  +  .)cos20'     ^._^y^^^, 


3(x+i)rx 


"L±i.Y       ,     (W,  +  l)(w,-f-3)    j 
2  ■"  3.4 
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Comme  la  série 


,       «1  H-  I  (/!,-+-  lU«l-t-  3)  ^o  _^    (/(,-i-  l).  .  .(«,  -t-  2«(  —  l) 

2  a .  4  '       •  •  ■  I  ■'. .  4 . . .  3  /« 


est  convergente,  c'est  y(i  +  £)"■"',  et  que  X,„  tend  vers  zéro,  les  deux 
séries  précédemment  obtenues  sont  aussi  convergentes,  et  quels  que 
soient  les  signes  des  termes. 
D'autre  part,  on  a 

3(3E-un 


5).  +  I  = 


3f/.  +  il 


3(;  +  3) 


Le  terme  général  de  la  valeur  de  3a(i  -^  g,),  abstraction  faite  du 
facteur  comnuui. 


'•7^V( 


(«,-4){é'  +  3/0(3-E)     '      •/■",-' V  (2  + X)«.+' 

est  donc 

/      j\m,,»-H  ("1  + ')(«!  + 3)..  ■(/;,+ 2w  —  i) 
^  '    "  2 . 4 . 6 ...  2  m 

xr3X„,+  X,„..-  'h±l!!L±1^3X,„^.+  X„,.,)l. 

L  '  2(»H-l)        ^  "'^-  '"■K.'J 

De  la  relation  (29;  on  tire 

(3 -+- 2m)X,„^,  +  2(?«  4- i)X,„     =1, 
(5  +  2m)X,,,^2  -F-  2 (m  4-  2)X,„^,  =  1  ; 

on  peut  donc  expi'imer  X,„^|  et  X,„^2  en  fonction  de  X„,,  et  la  paren- 
thèse devient,  toutes  réductions  faites, 

,  ,     (4/»  +  7)X„,  +  i 

Il  "'''(3+2/«)(.5-H2W) 

On  voit  encore  apparaître  ici  le  facteur  commun   '\  —  n,,  comme  on 
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(K'vnit  s'v  .ittciKlic,  et  1,-icniK-  général,  dans  ivJi  -4- i',  .  devient 


(^  +  3/*)(3 


2.4.6...2TO  "(3  H-2/«)(5-l-2W)' 

l'nur   m=:  o  1..  co.nici.-nt  1^^ '^- •;(«■  + 2m  -  0  j^_^    .^^^^  ^.^^^,___^ 

2 .  ^ . . .  ■?  /?/ 
H  I ,  et  I  (iii  a 

^        «■'       (^  + 3/0(3-.)  2., /•".-' V  (2-4-/.)",-' 

■Jo)  J  '    L     3.5  2.5.7 

,    (n,  +  i)(n,-h3),    -,,  .   , 

+  — 2.4.7.9       ('5^^  +  ')^--^  ■■ 

+    _  I  )'"  ^"i  +  '^---^^'i+-^w  — 1)  „,  (4/>i  -t-7)X„, -u, 

■>■■'{■  ..i'ii  ^    (3  +  2/«)(ô-t-2»n  "*"■■ 

l'osons  niaintrnaiit 

('l»2-H  7)X,„-H  I  --    8  Y,,,. 

Siilccclteivlatioii  ,,,,  lire  X„,ctqii<' Ton  |)orte.sa  xalcindaii^   ■?.(,  .on  a 

(2/»-f-  i)  Jim  -+-  3jY,„^  2/w(4/n4-  7)Y,„.,  ^    y.m  -+-  i;  2/n  +-  3  . 

Kn  applifinant  à  cette  e.ination  la  nirlliodr  d,ja  iMiiplovée  et  tenant 
eoniple  de  la  eondition 

8Y„-7X„-)-  t  ^  8.     dm'.      Y„       1. 

on  \()it  <|ne  Y„,  a  le  M-ne  .le  -  1/";  ,1  en  resnlle  (jue  Ions  les  termes 
de  la  série  entre  parentliéses  sont  positifs  pour  s  >  o  et  <  i .  Un  a  donc 
finalement,  en  faisant  Y„,  O'"^',,,.  V;„  étant  tons  positifs. 


L3-5  a.D.7         ^         a. 4.7,9  -         •  • 

+  ^».  +  0...(.i,  +  a/>i-i)  ^„ ^^j^ ^       -1 

a.4...am  (3-+-a»i)(5-(-a/w)  J* 

/««/«.  ,/f  .Vof/,.  (3-  s.rif  .  T...11.-  X.  -  N,.v,i.ni„,  ,88',.  /|6 
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et  l'on  voit  (|ih'  (z  a  ronstainaK'nt  le  signe  île 

l'-'-i 

Pour  1  =  o  ou  c  =  (),  X  =;  <).  ce  (jiii  chnait  être. 

XI.    —     DlSCLSSION     ET    CONSÉQI  KNCES. 

J'eiiipriiiite  eneore  à  rOmi'.ige  de  Diilréiioy  des  données  numé- 
riques poin-  e<)in[)arer  a  lobsei'valinn  les  résultats  des  calculs  précc- 
dents. 

Parmi  K>s  cristaux  répulsifs  a[)pn)'tenaut  au  système  du  rliondj()c(lr<\ 
on  trouNc  : 

Le  corindon, 

V  =8.)"5o'; 
Le  cinabre, 

V  3=G2""')8': 
J/arséniate  de  cni\  re, 

V  ==.)8<'io'. 

l'oiu'  ces  cristaux  \  ou  :  est  i^ositil,  et,  comme  y.  est  jjositil,  on  en 
conclut  (foi'nude  ^  i  j 

■■  rr.  <  "• 


A'-i-3/i 

Pour  le's  crislaux  attractifs  : 
Le  quartz, 

V  =  93"o8'; 
[>a  dit)pt;ise, 

V  =  r)5"i()'; 
I/ai'gent  rouge, 

V^iioS^iG'. 

Pour  ces  cristaux  X  est  négatif  et  a.  est  aussi  ncuatif:  ilonc,  (Mi  \ertu 
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(!<•  i.'i  loi'miilc     !iS  ,  Mil  doit  ;i\(>ii-  aussi 


'^'       <o. 


Ainsi  Ton  est  ((iiKlnit  encore  à  cette  l'oiiscqiicnce  (jiie,  si  l'èthei 
libre  peut  propager  les  vibrations  loiigilitilinales.  il  est  repoussé  par  les 
particules  pondérables . 

I.ii  outre,  le  calcul,  d'accord  avec  ro!)ser\atioii,  <  oudiiit  a  celte  loi: 

Un  cristal  appartenant  au  système  rliomboédrique  est  attractif  ou  ré- 
pulsif, suivant  (jue  l  angle  de  la  face  ii  l'extrémité  de  l'axe  est  obtus  ou 
aigu . 

Le  spath  et  la  tournialiue  paraissent  contredire  ces  coiisi  (jut-iices. 
La  considération  du  clivaye  a  lait  adineltic  par  plusieurs  minéralo- 
gistes, pour  rornie  pritiiili\e  An  spalii,  un  i  li(jiul)oédre  obtus  dont  les 
dièdres  au  sommet  \alenl  loV'V  et  les  laces  ioi"5j',  et  ce  cristal  est 
répulsif.  INIais,  en  v  regardant  d(;  près,  on  voit  que  ce  choix  n'a  rien  de 
nécessaire.  Haiiv  ne  prenait  pas  pour  forme  primitive  celle  dont  nous 
venons  de  parler,  et  il  a  tlécrit  d'autres  rhoiidioédres  de  spath  se  «lé- 
duisant  les  uns  des  autres  et  tlu  soliile  de  clivage,  et  vice  versa, 
d'après  les  lois  ordinaires  des  modificalions  ciistallines  ;  quelcpies- 
uns  sont  très  aigus,  et  c'<'st  le  plus  graiiil  uond)re.  En  particulier,  on 
trouve  l'inverse,  désigné  par  le  syndjole  e',  dit  inverse  d'Haiiv,  et  qui 
jouit  de  cette  jiropriété  géométrique  que  ses  faces  sont  supplémentaires 
des  dièdres  du  premier,  et  vice  versa;  la  .section  priuci|  aie  a  donc  les 
mêmes  angles  (pie  dans  le  soli(l<'  de  clivage.  Le  soliile  de  clivage  est 
extrêmement  rare  dans  la  nature;  1  inverse  se  rencontre  l)i<'n  plus 
fréquemment.  Il  v  a  dom  (piei(pie  raison  de  penser  que  cette  forme 
inverse  ct)iTespoiid  plutôt  (pie  le  solide  de  clivage  à  la  forme  primi- 
tive, c'est-à-dire  ([ue  les  liles  de  particules  s<jiit  |)aralleles  à  ses  arêtes 
L'angle  V  jiour  et?  rhond)oèdie  étant  de  ~'\°55',  le  spath  rentre  ainsi 
dans  la  première  série  des  cristaux  déjà  cités. 

La  même  observation  s'appli(pie  en  tout  point  à  la  tourmaline  dont 
la  forme  primitive  serait  encore  l'inverse  e',  dont  l'angle  Y  vaut  4'J"  2.|'. 
("e  cristal  est  aussi  reniilsil. 


36]  ,lAIÎLO.\SKI, 

On  ol)jectera  peut-être  à  ce  qui  précède  que  l'on  pourrait  tout  aussi 
bien  jjrendre  les  inverses  des  formes  adoptées  pour  les  autres  cristaux 
cités,  ce  qui  renverserait  nos  conclusions;  mais,  sauf  pour  l'argent 
rouge,  on  ne  trouve  jamais  ces  formes  inverses  à  l'étal  naturel  fDu- 
fr(  no\  ) . 

Le  spath  et  la  tourmaline  peuvent  être  considérés  comme  des 
exemples  de  l'usage  très  important  (pie  l'on  pourrait  faire  de  la  loi, 
pour  fixer  la  forme  primitive,  dans  les  cas  douteux. 

Le  s|)ath  nous  fournit  un  moyen  de  contrôle  particulier.  On  sait, 
comme  l'a  montré  Mitscherlisch,  que  ce  cristal  se  contracte  perpen- 
dicidairement  à  l'axe  optique  et  se  dilate  parallèlement  à  cet  axe, 
sous  l'influence  d'une  élévation  de  température.  Les  mesures  ont  été 
jirises  sur  le  solide  de  clivage  qui  se  rapproche  ainsi  du  cube  :  son 
inverse  s'en  rapproche  donc  aussi.  M.  Fizeau  a  recherché  les  modifi- 
cations cpii  en  résultent  dans  les  propriétés  optique.*;,  et  il  a  trouvé  que 
l'indice  extraordinaire,  le  plus  faible,  croit  et  que  l'indice  ordinaire 
décroît,  si  bien  que  la  double  réfraction  tend  à  disparaître.  Cela  est 
i)ien  d'accord  avec  nos  formules  qui  montrent  que  a  tend  vers  zéro 
avec  X. 

Par  des  calculs  semblables  à  ceux  que  l'on  a  faits  pour  démontrer 

que  a  avait  toujours  le  signe  de  —  — ^  >  on  prouve  que  x  varie  en 

sens  inverse  de  A  si ^-r  <;   o,  et  dans  le  même  sens  si  — ^— .— ,  ~>  o. 

En  faisant  —  =/,  on  a  trouvé 

3  ... 

il  en  résulte  queyvarie  dans  le  même  sens  que  X,  ou,  en  sens  inverse, 
suivant  que        '.-, .  est  négatif  ou  positif. 

Or  tlans  le  cas  du  spath  en  prenant,  comme  on  l'a  dit,  pour  forme 

(')  Celte  formule  donne 

a  =;  o,o38   pour  lo   spnlli, 
a  =  —  o,oo2  ]ioui-  le  quart/.. 
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primitive  l'inverse  d'IIaiiy  qui  est  aigu,  l'expérience  rappelée  plus 
liant  j)rouve  que,  lorsque  ).  décroît,  /décroit  aussi  ;  donc  il  est  néces- 
saire (|ue 


3A 


'^o 


et,  par  suite, 

a,  <:^  o     si     g  +  3/i  ,  -  o. 

\insi  toutes  les  comparaisons  du  calcul  et  de  l'exp'  rience,  <[nanl  au 
sens  des  phénomènes,  conduisent  à  cette  conclusion  que  la  matière 
|)ond(>ral)le  repousse  l'éllier,  si  l'on  admet  que  l'étlier  libre  peut  pro- 
j):ii;er  de-,  vibrations  longitudinales,  ce  qui  semble  nécessaire  pour 
rex|)li(  alioii  de  tous  les  phénomènes  de  la  réfraction. 
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S///-  rrf/iii/ihrc  rt  la  défoniKitioii  des  picies  circulaires , 
Par  m.  II.  LEALTÉ, 

Hopùliteur  de  M<;<:ani((uc  à  l'École  Poljlcchniinir. 


Après  k's  pièces  ciroilcs,  c|iii  sont  siirlout  ciiiploNéfs  «laiis  les  toii- 
striictions  civiles,  celles  que  l'on  rencontre  le  plus  fréquemment  clans 
la  pratitpic  sont  les  pièces  circulaires,  c'est-à-dire  celles  dont  la  fibre 
in(>\cnne  est  un  cercle  ('\ 

L'objet  (le  ce  travail  est  d  indiquer,  pour  ces  (Icniicros,  la  marche  ^i'- 
uérale  que  l'on  peut  suivre  tlans  l'cliide  du  problème  j;<  nèral  de  la 
déformation  d'une  pièce  .•«outcnue  par  un  nombre  rpielconque  d'aijpuis 
fixes  ou  élasticpies,  formant  ou  non  encasircment,  et  soumise  a  des 
forces  extérieures  quelconcpu^s. 

Ce  problème  est  celui  (jui  se  présente  dans  l'élude  d'un  «rand 
nombre  de  pièces  mécaniques,  et  il  offre  à  ce  titre  un  réel  intérêt.  I,es 
roues  ordinaires,  les  poulies  de  transmission,  les  volants,  les  roues 
montées  en  ten<ion,  sont  autant  île  cas  particuliers  importants  en  pra- 
tique qui  rentrent  dans  le  cas  général  que  nous  allons  étudier;  on  peut 


(')  Nous  avons  nioiUré  (jue,  lorsqu'on  applique  aii\  pièces  coin  hes  les  rorniiiles 
établies  pour  les  pièces  liroiles,  il  convient  tle  prendre  conimo  tlèlinilion  de  \.\ 
libre  niovenne,  non  comme  on  le  fait  d"ordinairc,  le  lien  des  centres  de  ;;ntvilèon 
d'èlaslicilè  |)i-opren)enl  dits  des  sections  normales,  mais  bien  le  lieu  des  cenlre> 
de  percussion  de  ces  sections  correspondanl  aii\  droites  svinèu-iqnes  des  droite» 
polaires  par  rapport  aux  centres  d'èlaslicilè  {Comptes  rendus  des  séances  de 
/'  ti-iidr/nii-  des  Sciences.  16  juin  |8S|). 
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V  joindre  le  cas  des  arcs  circulaires  posés  sur  deux  ap|iuis,  cjue  l'on 
examine  piTsque  seul  dans  les  Cours  de  résistance  des  matériaux  ('j. 
Nous  avons  montré  dans  un  précédent  travail  (^j  que  la  déforma- 
tion d'une  pièce  courbe  quelconque,  soumise  à  des  forces  également 
quelconques,  était  déterminée  par  les  équations  suivantes  : 


(IL         T 


ds 


? 


TU 


^    =o, 
5     "  O, 


P 
+  T  -!-  OK  =  o  ; 

i  L  =  ESX, 
.  ï   =  KESt, 
(  M  =ES/--<p, 

fis         p 


as         p 
~  ds' 
Dans  ces  équations,  L,  M,  T  et  >.,  t,  ç  représentent,  d'une  j)art,  les 

(')  Il  convient  d'ajouter  cependant  que  M.  Resal  a  traité  deux,  de  ces  problèmes 
dans  son  Traité  de  Mécanique  générale,  tome  V,  page  8^;  il  a  déterminé  la 
défoimation  d'un  anneau  circulaire  dont  la  section  est  constante  et  qui  repose 
sur  un  plan  horizontal  sous  l'action  d'une  force  verticale  appliquée  à  son  sommet. 
Puis  il  a  repris  la  même  question,  l'anneau  étant  maintenu  latéralement  par  deuv 
l)lans  verticaux. 

lùifin,  M.  Maurice  Lévy  vient  de  publier  récemment  un  travail  du  [ilus  haut 
intérêt  où  il  a  donné  la  solution  complète  du  problème  de  la  résistance  d'un 
anneau  circulaire  à  la  flexion,  lorsque  cet  anneau  est  soumis  extérieurement  à 
une  pression  constante  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  24  septembre  i883,  p.  694  :  Sur  un  nouveau  cas  intégrable  du  pro- 
blème de  Vélaslique  et  l'une  de  ses  applications). 

(')  Application  delà  résistance  des  matériaux  au  calcul  des  pièces  de  ma- 
chines {Journal  de  VEcole  Polytechnique.  \A\'  Cahier,  p.  201;  1882). 
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ffforts  élastiques  et,  d'autre  part,  rallongemout,  le  glissement  et  la 
flexion  qui  se  produisent  au  point  considéré;  a  et  --  sont  les  dépla- 
cements de  ce  point  comptes  suivant  la  tangente  et  la  normale  à 
la  courbe  primitive;  0  est  la  déviation  angulaire  de  la  section  nor- 
male correspondante;  j^,  S,  3TL  sont  les  composantes  et  les  moments 
des  forces  extérieures  agissant  sur  l'élément  considéré,  les  deux 
premières  de  ces  quantités  étant,  comme  y.  et  y,  comptées  suivant 
la  tangente  et  la  normale  à  la  courbe  non  déformée;  enfin  p  et  s  dé- 
signent le  ravon  de  courbure  et  l'arc  de  cette  derniéic  courbe,  S 
et  r  sont  la  surface  de  la  scclion  normale  et  son  rayon  de  gyration 
pris  par  rapport  à  l'axe  de  la  flexion;  E  et  RE  sont  les  coelficients 
(i'(H:isti(itr  longitiulinalc  et  transxersale  de  la  matière  cpn  constitue  la 
|)iecc. 

i'oiir  rappliiation  de  ces  lormuli's,  il  l'awt  (r;iill('iu-s  a\()ir  (^gard  aux 
conventions  suivantes  :  le  sens  positif  des  a  est  celui  des  s  positifs; 
le  sens  |)ositif  des  rotations  0  est  celui  qui  amène  les  c/.  positifs  sur 

les  y  positifs  |)ar  une  rotation  de  -;  le  rayon  de  courbure  o  est  positif 

quand  le  centre  de  courbure  est  sur  les  y  positifs;  enfin  les  efforts 
élastiques  L,  T,  M  sont  ceux  qui  s'exercent  sur  la  face  positive  de 
l'élément  considéré,  c'est-à-dire  sur  la  portion  de  la  pièce  la  plus  rap- 
procbée  de  l'origine  îles  s. 

Nous  supposerons  c[ue  les  forces  extérieures  agissant  sur  la  j)i«('e 
circulaire  peuvent  être  évaluées  comme  si  cette  pièce  n'avait  pas  été 
déformée.  Cette  livpotliése  est  évidemment  toujours  admissible,  sauf 
dans  des  cas  tout  à  fait  spéciaux.  Quant  aux  réactions  des  appuis, 
nous  ;i(im('ttinns  ([u'elles  peuvent  dépendre  des  déformations.  S'il  est 
|i(  finis,  (Il  (IT(1,  (piind  il  s'agit  de  la  poutre  droite  à  plusieurs  travées, 
de  considérer  les  supports  comme  invaiiables  en  raison  des  dimen- 
sions mêmes  qu'ils  pré^entent,  il  n'en  est  plus  de  même  tians  le  cas 
geiK  r.il.  (  ,ir  les  .ip|)uis,  qui  sont  les  bras  de  la  pouli»'  par  exemple  ou 
l<'s  rais  t\v  la  roue  montée  en  tension,  sont  des  pièces  ('lastiques  au 
même  degré  (pie  la  jante. 

I>es  forces  extérieures  ^,  C,  OU.  sont  donc  indépendantes  de  7.  y  et  0 
et  uni([uement  fonction  de  s;  d'ailleurs  î  est  constant  en  vertu  de  l'hy- 
pothèse même  faite  sur  la  forme  des  pièces  étudiées;  les  équations  du 

y,.«r«.  ,/,•  ^f.,l/,.  rS'sciio),  Tome  X.  —  Novimbbï  iSJJ.  4" 
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problème  se  réduisent  dès  lors  à  des  équalions  linéaires  à  coelficients 


constants 


(')  Il  est  plusieurs  cas  où  l'on  pourrait  intégrer  immédiatement  les  équa- 
lions (i)  par  (les  fonctions  connues;  nous  en  signalerons  deux  qui  présentent 
quelque  intérêt. 

Sip  est  delà  l'orme  a  +  A,«,  il  suflira  de  poser 


pour  ([ue  les  équations  simultanées 


deviennent 


ds 

T_ 

dï 
ds  "^ 

—  =0, 

p 

"§• 

—  T  =  o, 

"S 

-4-L=io; 

l 

Bsin^, 

T  =  - 

..„i. 

-   1?  COS  y  ■ 

b 

d'où  l'on  déduit 


Si  p  est  de  la  forme >  les  inléurales  des  é(iualions  simultanées 

A  anii' 

r/L  T      _  ,n  I.      _ 

ds         A  ami         '       ds         A  ami 

sont,  comme  on  le  sait, 

1.  ^  A  sin  ami  —  B  cosam*-,     T  =  A  cosanii  —  B  sin  amw 

qui  représentent,  si  l'on  considère  L  et  T  comme  les  coordonnées  d'un  point,  les 
équations  de  la  courbe  élastique. 

Les  deux  cas  d'intégration  que  nous  citons  ici  correspondraient  au  cas  où  l'on 
voudrait  résoudre  le  problème  général  de  la  déformation  jjour  des  pièces  dont 
l'état  naturel  serait  défini  par  l'une  des  deux  équations 

p  =:  a  -i-  bs,      p  = 


(jClte  remar(|ue  peut  présenter  dans  la  ]irali(|ue  une  certaine  imitorlaiicc.  en 
permettant  de  substituer  à  la  courbe  véritable,  dont  l'étude  analytique  sera  sou- 
vent difficile,  l'une  des  deux  courbes  précédentes,  choisie  de  façon  à  en  différer 
très  peu. 

La  courbe  élasti(]ue,  en  particulier,  jiar  la  niultijdicilé  des  formes  (]u"elle  pré- 
sente, se  prête  d'une  façon  toute  spéciale  à  ce  genre  d'approximation. 
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J.C5  intégrales  s'olilicnncnt  facilement  par  les  méthodes  connues. 
J)es  deux  premières  équations  (i)  on  tire  d'abord  I.  et  T qui  ont  pour 


expressions 


L  =  —  sin 


\-  j  Ij^shi'l  -+-  ircos^jds  —  cos^  n  4^cos-  —  t  sin-  )</?, 
M  ;=;  —  cos-  /f  r  sin'^  ■+-  e  cos^  W/y  -+-  sin  ^  f  (i^cos^  —  Fï.in  *  jtii. 


(4) 

en  posant 

(•5) 


L  =  .X  sin  -  -t-  Ki)  cos  - , 

?  p 

[  T  =  .1  cos Jisin  -) 

■A,  =  —  /  (  .(^  .sin  ^  -f-  e  cos  ^  )  cfe, 
D'o  =  —  j  {  y  cos  ^  —  e  .sin  7  )  </y. 


Un  oblienL  eiisuile  M  en  portant  la   valeur  obtenue  pour  T  dans  la 
troisième  des  équations  (  i  ) 

(  t) )  M  =  —  p  »i,  sin  -  —  e  Dî>  cos  -  —  S, 

où  l'on  a  fait 

(?)  ;  =  jV^n. -+-py)</5. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  cette  expression  de  M  se  ilednit 
de  suite  de  la  relation 

f/.M  rlL 

conséquence  immédiate  des  écpialions  (i). 

Les  elforis  élastiques  L,  T,  M  étant  ainsi  exprimes  en  fonction  de  s, 
on  lirera  immédiatement   les  valeurs  île  't.,  t  et  s  des  équations  (2'; 
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on  jtiir.i 


cos-  )> 

PJ 

îTpc  (  '■^  cos  ^  —  \i\,  sin  -  j  ) 

—  I    /  .      .Ç  5 

TTp--;     pA.  sin-  +  0  0)!,  cos- 


La  valeur  de  0  s'obtiendra  ensuite  à  l'aide  d'une  (ju^idralurc  par  la 
dernière  des  équations  (3) 


(  8  )  ')  —  —  g^      (p  ,1,  sin  ^  -h  -j  olî,  cos  7  -t-  2  ) 


ds. 


Quant  ,1  7.  et  y,  leurs  valeurs  résultent  de  l'intégration  des  deux  pre- 
mières équations  (3) 


(9) 

en  j)osant 


1  a  =  ^'  sui  — t-  .7  cos  -  j 

)            ,-         s        ,    .     s 
I  y  =  t  cos ,1  sm  -  > 

1  P  ? 

!::=/>.  sin  ^  -4-  (0  +  t)  cos  ^    6^5, 
-T"  =  /     1  cos  -  —  (9  +  t)  sin  ^^    ^/j. 

En  résumé,  on  a  comme  intégrales  générales  i\u  jutiblème  les  neu( 
équations 

L  ^  A;  sin  -  -•-  iil,  cos  - . 

?  ? 

„,  s  .      .<! 

i   ^  X  cos M\,  sin  - , 

? 

[M  ^  —  0  A.  SU) s  m,  cos C 

X   =    pc  (  -.1.  sin  -  +  II!)  cos  ^  )  T 


r-^o  1  .A,  cos K!,sin  - 

ivb,»  \  p  p 
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'v   =  —  p^.       (  i-X,  sin  7  4-  p  VU,  COS  7  -+-  £  ) 

0    =  —  jTjT^  I  ( p-.l.  sin  7  -I-  ;  m,  COS 7  -f-  2  )  r/5, 

a   =  C^  sin  - -f- Jcos-. 


=  C^^cos -r  sm 


qui  s'obtieiinont  par  de  simples  quadratures  et  renferment  six  con- 
stantes arbitraires  provenant  des  six  intégrales 

X,      ift,,      £,      C,      .7     et       /  (  î-Aosin^  4- îipjcos- H- £  )</y 


et      I  (î-Ao  sin  -  4- îipjcos^  H- £  j< 


Ces  six  constantes  se  répartissent  de  la  manière  suivante  :  les  deux 
premières  donnent  L,  T,  /.  et  t,  la  troisième  permet  ensuite  de  trouver 
M  et  f,  la  quatrième  fournit  alors  0,  et  enfin  les  deux  dernières  déter- 
minent V.  et  7,  toutes  les  autres  quantités  étant  connues. 

Ci's  (li\crses  constantes  conservent  évidenniient  les  mêmes  valeurs 
tant  (pie  les  efforts  élastiques  ne  subissent  pas  de  variations  brusques 
par  le  lait  île  la  réaction  d'un  appui  ou  de  l'action  d'une  force  exté- 
rieure de  grandeur  finie  s'exerçant  eu  un  point  déterfniné.  Si  donc 
nous  partageons  la  pièce  considérée  en  tronçons  séparés,  soit  par  un 
support,  soit  p;ir  un  point  d'application  de  force,  c'est-à-dire  séparés 
par  ce  (pie  nous  appellerons  un  point  de  discontinuité,  et  si  nous  sup- 
posons que  les  troiu-ons,  ainsi  définis,  soient  au  nombre  de  n,  il  v 
aura  G«  constantes  à  déterminer. 

La  détermination  de  ces  constantes  résultera  des  conditions  relatives 
aux  déformations  que  subit  la  pièce  aux  points  de  discontinuité  et  dtjs 
efforts  qu'elle  supporte  eu  ces  points;  les  6«  constantes  dont  nous  ve- 
nons de  parler  dépendront  donc  de  la  nature  des  réactions  des  appuis 
et  des  actions  extérieures  finies;  nous  allons  montrer  que.  dans  tous 
les  cas,  on  aura  (Inéquations  jiour  les  déterminer  el  indiquer  comment 
r(jn  peut  établir  ces  é(pialions. 

L  n  appui  quelcoiicjne  étant  toujours  plus  ou  moins  i  lastiiuie.  la 
réaction  <|u"il  proiliiil  (h  [uikI  de  la  ileloniialiim  dr  1  clément  de  la  pièce 
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qui  y  correspond,  c'est-à-dire  des  trois  quantités  a,  -y  et  6.  Si  donc  on 
désigne  par  X,  et  Z,  les  composantes  de  la  réaction  de  l'appui  i  suivant 
la  tangente  et  la  normale  à  la  fibre  moyenne  au  point  considéré,  et 
par  N,  le  couple  élastique  agissant  en  ce  ])oint,  on  peut  affirmer  que 
les  quantités  X,,  Z,,  N,  ne  contiennent  d'autres  indéterminées  que  a,, 
7,  et  5,. 

Il  est  facile  de  voir  d'ailleurs  que,  les  réactions  de  l'appui  mainte- 
nant en  équilibre  l'élément  de  la  pièce  qui  est  en  contact  avec  lui  et 
(pii  est  soumis  aux  actions  des  deux  tronçons  contigus,  on  a 

(il)   L'. -L';_,  +  x,=  o,   t;-t;  ,-f-z,=  o,   m; -iM';_,  +  ]n,  =  o. 

où  l'on  a  désigné  par  un  accent  les  quantités  qui  se  rapportent  à  l'ori- 
gine d'un  tronçon,  et  par  deux  accents  celles  qui  se  rapportent  à 
l'extrémité  opposée. 

Si  le  point  de  discontinuité  /,  au  lieu  de  correspondre  à  lui  point 
d'appui,  correspondait  à  un  effort  extérieur  fini,  les  mêmes  équa- 
tions (il)  s'appliqueraient  encore,  avec  cette  différence  que  X,,  Z,,  N, 
se  réduiraient  à  des  constantes,  puisque  la  force  donnée  ne  dépendrait 
pas  de  la  déformation  que  peut  subir  la  pièce  en  son  point  d'applica- 
tion. 

Dans  les  deux  cas,  aucune  des  équations  (i  i)  n'introduira  de  nou- 
velles constantes  indéterminées. 

Il  faut  maintenant  ajouter  aux  équations  (ii)  ce  que  l'on  pourrait 
appeler  les  équations  de  continuité,  c'est-à-dire  celles  qui  expriment 
que  les  divers  tronçons,  dans  lesquels  nous  avons  décomposé  la  pièce, 
ne  forment  qu'une  seule  et  même  pièce;  il  suffit,  pour  cela,  d'écrire 
que,  de  part  et  d'autre  d'un  point  de  discontinuité,  les  déformations 
des  deux  extrémités  de  tronçons  qui  s'y  joignent  sont  les  mêmes,  c'est- 
à-dire  que  «,  7  et  5  ont  la  même  valeur;  on  obtient  ainsi 

(12)  a;-a;_,  =  o,     y]-y''_^^o,      0\-6]_,  =  o. 

Si  la  pièce  forme  ini  cercle  complet,  on  a,  pour  n  tronçons,  n  points 
de  discontinuité,  c'est-à-dire  n  systèmes  d'équations  (i  i)  et  n  systèmes 
d'équations  (12),  soit  en  total  6n  équations. 
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Si  les  deux  extrémités  de  la  pièce  sont  liljrcs,  on  n,  pour  n  troiuoiis, 
n  ~  I  points  de  discontinuité  auxquels  sapplicpient  les  équations  1 1 j 
et(i2),  ce  qui  donneOf^»  —  •  équations.  _^!ais  il  faut  remarquc-r  qu'aux 
deux  extrémités  les  efforts  élastiques  sont  nuls,  ce  qui  s'exprime  par 
six  nouvelles  équations    i  i  r,  on  a  donc  encore  en  total  {j«  équations. 

Enfin,  si  les  deux  extrémités  de  la  pièce  sont  en  contact  avec  des  sup- 
ports, on  a,  pour  n  ti-ouçons,  n -H  i  points  de  «■ontinuili',  c'est-à-dire 
'\[n  -H  I)  équations  i  i  ,  mais  on  na  plus  évidemment  que  n  —  i  sup- 
ports auxquels  s'appliquent  lesérpiations  (iy.\,  ce  qui  donne  en  somme 
(j«  érpiations. 

On  voit  ainsi  (|ue,  en  toute  Inpotliese,  on  a  toujours  (\n  (C|uaii(iiis 
pour  (Irlciiiiiiier  les  Gn  constantes  arbitraires  cpii,  ainsi  tpie  nous 
l'avons  vu,  sont  introduites  par  l'intégration  ('). 

I^es  quantités  X,  Z,  \  dcMont  d'ailleurs  être  regardées  comme  des 
fondions  linéaires  en  x,  y  et  0,  et,  par  suite,  toutes  les  constantes  arbi- 
traires entreront  siinpli'inent  au  |)remier  tlegré  dans  les  équations  (pii 
l<vs  déterminent. 

Chacune  de  ces  écpiations,  qu'elle  appartienne  au  sxstème  i  i  ou  au 
système  (12  ,  rciircnnc  les  constantes  relatives  à  deux  tronçons  suc- 
cessifs; le  nombre  des  inconnues  contenues  dans  la  même  équation  est 
ainsi  de  douze  en  général,  sauf  pour  celles  en  y  cpii  n  en  contiennent 
<pie  huit. 

J.es  l'ormules  générales  a\ant  été  ainsi  établies  et  le  |>rocéde  de 
calcul  des  constant<"s  (pielles  contiennent  axant  été  indiqué,  nous 
allons  examiner  les  modifications  qu'éprouvent  ces  formides  dans  les 
divers  cas  particuliers. 

Nous  examinerons  tout  d'abord  comment  xaiie  la  lorme  des  lonc- 
tions  \,  Z.  N  suivant  la  nature  île  l'appui  et  la  ia((iii  dont  \\  est  relié 
à  la  |)ièce. 

Quand  cet  appui  est  une  pièce  elasticpie  reunie  assez,  solidement  a 
la  pièce  circulaire  pour  (iiie  le  |)ipiiil  de  jonetum  eoiistilui'  un  eneastre- 


(')  Bien  que  nous  ne  nous  proposions  dans  ce  iravail  que  d'ëUidicr  le  cas  des 
pièces  circulaires,  il  nous  parait  utile  de  remarquer  que  nos  funnulos  sappliquenl 
aux  pièces  composées  d'arcs  de  cercle  successifs.  Ou  pourrail,  de  la  sorle,  «Mendre 

i',i|i|illiali(pn  de  ces  ruiniulci  an\  pièces  ci>uii)es  quclcomiues. 
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ment  réciproque,  X,  /,  N  doivent  contenir  chacune  les  trois  variables 
a,  y  et  0,  puisque  toute  déformation  de  la  pièce  au  point  d'appui  doit 
entraîner  une  déformation  du  support  et,  par  suite,  une  variation  des 
composantes  de  la  réaction.  C'est  le  cas  d'une  pièce  coulée.  Dans  cette 
hypothèse,  la  composition  de  chacune  des  conqiosantes  X,  Z,  IN  en  a, 
y  et  ô  dépendra  surtout  de  la  forme  de  la  pièce  élastique  formant  ap- 
|)ui.  Ainsi,  quand  on  considère  une  roue  ordinaire  de  transmission,  la 
relation  entre  X,  par  exemple,  et  les  trois  déformations  a,  y,  0  sera 
différente  suivant  que  les  bras  seront  droits  ou  courbes.  Avec  les  bras 
courbes  les  efforts  dus  respectivement  aux  variations  de  a  et  de  y  se- 
ront du  même  ordre  de  grandeur.  Avec  les  bras  droits,  an  contraire, 
les  efforts  dus  aux  variations  de  y  seront  ordinairement  beaucouj)  plus 
grands  que  ceux  dus  aux  variations  de  «,  et  l'on  pourra  regartler  les 
y  comme  négligeables.  Les  équations 

7i  -  -i) ,  =  o 

|)ounMnt  alors  être  remplacées  par  les  deux  équations 

i,  =  "'    7/ ,  =  "■ 

Par  contre,  l'effort  Z  cessera  d'éti-e  déterminé  en  fonction  de  «.  y,  5  et 
deviendra  une  nouvelle  inconnue. 

Cette  introduction  d'une  inconnue  de  plus  sera  compensée  par  le 
dédoublement  de  l'équation  précédente,  et  il  y  aura  toujours  étralite 
entre  le  nombre  des  équations  et  celui  des  inconnues. 

Lorscpie  la  réunion  des  appuis  à  la  pièce  ne  présente  pas  assez  de  ri- 
gidité pour  constituer  un  encastrement,  il  faut  supposer  N  nul,  puisque 
l'appui  n'empêche  pas  une  rotation  autour  de  son  point  d'attache  de 
rendre  X  et  Z  indépendants  de  6.  C'est  le  cas  des  volants  de  grande 
dimension  et  des  roues  montées  en  tension. 

Chacune  des  équations  en  $  et  en  ]\I  ne  renferme  plus  alors  (jue  huit 
constantes. 

Il  peut  encore  arriver,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  que  X  et  Z  soient 
susceptibles  d'être  regardés  connue  indépendants  de  y  et  seulement 
fonctions  de  x. 
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Ijiliii  les  appuis  peuvent  être  fixes,  soit  cpi  ils  (létcrniiiieiil  <1  une 
liicoii  absolue  les  trois  quantités  a,  7  et  5  ou  seulement  quelques-unes 
d'entre  elles.  I^es  équations  (12)  doivent  alors  être  remplacées  par  tout 
ou  partie  des  suivantes  : 

a]  =^  o,        '/  =  o.        0)  =  o, 
«/  .  =  ".     7^  ,  =  o,     Ô;  ,  =  o, 

en  même  temps  que  les  efforts  X,  Z,  N  correspondant  à  celles  des 
quantités  (z,  y,  ô  qui  s'annulent,  deviendront  de  nouvelles  inconnues. 

Il  est  clair  ([u'a  chaque  nouvelle  inconnue  correspond  une  équation 
(pii  se  dédouble,  et  que,  ainsi,  il  v  a  toujours  égalité  entre  le  nombre 
des  équations  (!t  celui  des  inconnues. 

Si  l'appui,  tout  en  étant  fixe,  ne  présente  pas  d'eucasiremcnt  sur  la 
pièce,  0  ne  sera  pas  forcément  nul  au  dessus  tle  cet  appui,  et  N,  au 
contraire,  deviendra  nul. 

De  même,  si  l'apjjui  permet  ini  glissement  longiliidiiial  de  la  pièce, 
\  dcvientlra  md  et  a  cessera  de  l'être. 

Les  considérations  ipii  précédent  montrent  connnent  on  pourra, 
dans  tous  les  cas,  déterminer  l'état  il'inie  pièce  circulaire  soumise  à 
des  efforts  coinuis  et  soutenus  par  divers  appuis. 

I,a  (jucstion  revient  toujours  à  résoudre  un  certain  nond)r<'  d  ecpia- 
lions  du  premier  degré  dés  (pi'on  a  effectué  les  ipiadiatiu'es  néces- 
saires, lestpielles  jx-uvent  d'ailleurs  être  obtenues  par  les  méthodes 
connues  d'a|)proximalioii. 

Nous  avons  pi'is  pour  inconnues  les  constantes  arbitraires  inlrti- 
dnites  par  l'intégration,  mais  t)n  peut  leur  substituer  les  réactions  \, 
/,.  \  des  ;i|)puiset  les  déformations  correspondantes .r.  r.  /. 

il  siiflit,  pf)ur  cela,  de  joindre  aux  équations  d"ef|iiili!pre  .m  diiut 
des  points  (I  a|)|>ni 

( 1 3)  I.;  -  l;  ,  -^  \,  =  o,   t;  -  t;  ,  +  z,  =  o,    .m,  -  ,m,  ,  -i-  n.-  =  o 

les  é(piations  résnllaiil  de  la  (  onstitiition  même  de  1  appui  et  i\\\\  dmi- 
neilt  les  réactions  en  (oiielion  des  deloi'niations 


Jiiiiiii.  </r  Malli.  f.V  st;i-io%  lonio  X.   —   NovïMiim;   iS.**'!.  I 
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et  les  équations  qui  expriniciit  rég;aliLé  des  defoi'matioiis  a  l'ajjpui  et 
(le  celles  des  deux  tronçons  qui  s'y  réunissent 

(i5)  a-    =  a-,     7;     =z,,     5;.    =ti, 

(  I  G)  «■;_,  =  a?;,     '/•_,  =  Zi,     B]_^  =  /,•  ; 

on  éliminera  ensuite  les  constantes  arbitraires. 

Pour  faire  l'élimination  des  douze  constantes  relatives  aux  deux 
tronçons  contigus  à  l'appui  considéré,  il  suffira  de  joindre  aux  équa- 
tions (i3),  (i5)et  (16)  les  six  équations 

Au  moyen  des  douze  équations  (i5),  (16)  et  (17)  on  exprimera  les 
douze  constantes  en  fonction  des  neuf  quantités  a;,.,,  z,.,,  ;/_|,a:,,  s,, 
/,,  -1,-1-1)  2(-4-i'  '/>)  6*^'  ^"  portant  ces  expressions  dans  les  équations  (i3), 
on  aura  trois  équations  indépendantes  de  ces  constantes  et  qui  contien- 
dront les  neuf  quantités  précédentes  avec  X,,  Z,,  N,-. 

En  combinant  alors  ces  trois  équations  avec  les  trois  équations  (i/j  . 
ou  pourra,  entre  ces  six  équations,  soit  éliminer  X,,  Z,,  N,,  ce  qui 
donnera  trois  relations  entre  les  déformations  en  trois  points  d'appui 
consécutifs,  soit  tirer  des  équations  (i4  )  .r,,  Zj,  /,  en  fonction  de  X,,  Z,, 
N,,  les  porter  dans  les  trois  équations  trouvées  et  obtenir  ainsi  trois 
relations  entre  X,   , ,  Z,_, ,  N,_, ,  X„  Z„  X„  X,^, ,  Z,^,,  N,^, . 

Nous  pouvons  dés  lors  énoncer  le  tliéorèine  suivant  qui  constitue  la 
e;énéralisation  du  tliéoréme  de  Clapeyron  sur  les  trois  moments  succes- 
sifs dans  une  poutre  droite  à  plusieurs  travées  : 

Dans  une  pièce  circulaire  à  plusieurs  appuis,  les  réactions  d'un  point 
d'appui  quelconque  pement  toujours  s  exprimer  à  l'aide  des  réactions 
des  deux  points  d'appui  immédiatement  voisins  et  les  relations  ainsi  obte- 
nues sont  des  relations  linéaires. 

H  importe  de  remarquer  que  nous  n'avons  fiiit  aucune  hypothèse 
sur  la  nature  des  forces  rpii  sollicitent  la  pièce  circulaire  et  que  nous 
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n'axons  pas  sii|)|)()s('  non  pins  cpic  cctli;  j)iccc  ait  nue  section  roii- 
stantc. 

I>cs  consftpiences  iircnklcntcs  sont  donc  vraies  aussi  Ijicn  pour  nnt- 
pièce  ayant  ses  cxlrc'inités  libres  (pie  pour  un  cercle  complet,  puiscpron 
peut  compléter  cette  pièce  par  un  arc  ilnnl  on  suppose  la  sertion 
nulle. 

Il  est  bien  entendu  (pie  les  conclusions  ci-dessus  s'appli(pient.  non 
seulement  aux  \éritabl(;s  points  d'appui,  mais  à  tout  point  de  disconti- 
nuité, c'est-à-dire  à  tout  point  où  s'exerce  une  action  de  <,'raudenr  Unie 
linéaire  en  .r,  :;,  /,  aviîc  ou  sans  terme  constant. 

Nous  allons  indiquer  comment  l'on  peut  diriijer  le  caU  ul  pour  oji- 
tenir  les  trois  relations  cpii,  d'après  le  théorème  précédent,  existent 
entre  les  efforts  exercés  sur  tiois  points  d'appui  conséciilils. 

Poil!'  cela,  considérons  une  pièce  circulaire  complcle  soutenue  en 
rtpointspardesa|)puisforniant  encastrement  et  cherchons  les  effets  du  ne 
force  extérieure  nnirpie  agissant  en  lui  point  de  l'une  des  «  travées. 

(le  problème  une  fois  résolu  peut  être  considéré  comme  donnant  l.i 
solution  du  problème  général,  puisqu'il  est  toujours  permis,  dans  la 
pratique,  de  remplacer  une  force  répartie  d'une  manière  continue  par 
un  (  eitain  nombre  de  forces  isolées,  (l'est  même  le  procédé  habituelh-- 
inent  employé,  en  raison  de  ce  qu'il  se  prête  mieux  à  rajiplication  des 
méthodes  graphiques. 

Nous  négligerons  d  ailleurs),  et  t,  comme  f)n  le  fait  d Ordinaire. 

Dans  ces  conditions,  les  «  points  d'appui  et  le  point  d'aj)plication  de 
la  force  constituent  //  ■+■  i  j^oinls  de  discontiiuiitéel  Ton  peut  regardei- 
la  |)ièce  comme  partagée  en  n  -+■  i  tronçons  dans  l'étendue  desquels 
les  forces  extérieures  4^,  F,  olL  sont  nulles. 

On  a  alors  pour  chacun  d'eux,  d'aj)rès  les  équations    '\  j 

i  L  =  .A  sin  -  -i-  li  COS-. 

(V)  '\  \ 

/  T  =  A  cos-  —  15  sin-. 


A  el   r>  elaiil    des  loiislaules,  pui'-(pie  les  é(piatioiis  dillcr<'ntiellcN  qui 
Ion  missent  1 .  el    I'  nOiil  plus  alor>  de  seioiids  nu-m  lires. 


3Ho  II.     LÉAUTÉ. 

J/équation  (G)  donne  de  même 

(6')  IM  =  —  ûA  sin-  —  pRcos-  +  ('.:. 

?  P  ' 

On  tire  ensuite  de  l'équalion  [S],  en  y  remplaçant  M  par  sa  valeur. 

5  =  7^,  /  (  —  p  A  sin-  —  plJcos^  +  Co  ]c/s, 
d'où  l'on  déduit 
(8')  sSr'-O  =  fj-Acos-  —  p-lî  sin-  -h  Cps  -+-  Dp-. 

Enfin,  l'on  a,  par  les  é(juations  (9), 

.    s  ■         s 

a  =  <:  sni — h  4  COS-) 

P  ? 

7  =  i'  cos^ j"  sin  -  > 

P  P 

dans  lesquelles 

il  ^   l  0  cos-  ds. 

."v  =    /   —  Osin  -  ds, 

on  encore,  si  l'on  rem|)lace  0  |)ar  l'expression  précédenniient  trouvée, 

p-    FA/         p    .    2.î\        -,  p         is 
i.  —  -£-;    -  U  -I-  -  sm  —    -i-  B  Ç  cos  — 

-t-  C  (^siu;  -H  rj  COS;  j  -I-  Dp  sin';  -1-  Es    . 

tf  =  7;^    A  7  cos—  -H  -  (  5  —  ^SUl—  1 

-t-  c  ^*cos';  —  psin';  j  -I-  Dpcos';  -I-  Fp    . 


:9') 
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On  cil  coiicliit 

£.S/-&:  =  û-    —   jsin-  -f-  -  cos-    H —    scos sm- 

r    La  V  p         2  py         aV  p         2         p./ 

-H  Ci  +  Dp  -f-  Ep  siii*  -H  F:  cos  ^    > 

c    ..             ..  l'A  /          s        ?    ■    s\        B/     .    s         p         .V  V 
çS/'V  =  p-     -    5 cos-  -f-  -siii- (fsin -cos- 

I  +  Cp  -i-  Ep  cos^  —  b'fj  siii^    • 

Ik'solvons  les  six  équations  (4'),  (G'),  (8'),  (9')  par  rapport  an\  six 
coiisfaiites  crinlégration  A,  li,  C,  D,  E,  F. 
Des  deux  équations  (/}')on  tire 

A  =  Lsin-  -+-Tcos-, 


(Tou,  par  (6'), 
cl  par  (8'), 


B  =Lcos' Tsin-: 

?  ? 


C  =  -  M  4-  1. 


1)  =  îip:  e  -  L  !  -  M  4  _  T. 

?'  ?  p' 


l'.iilin,  les  équations  (()')  (lonni^ut  les  \alcui"s  ilcl-"ct  1-' 
,,        eS/-'  /      .    s  s  f.    .    s\ 

L  =  :r-      «SUl-    -H  7  COS-    —  pVSUl-    ) 

L/.Ï    .    .V         5         s\        T/3    .    .«        .î         .ï\        M  s       . 
-sni — I —  cos-     -I —    -  sni cos-  ) cos-. 

a  Vp         p         ■^-  P/         a  V-î         ?         -  -  ' 

r-  E  S  /•-  /  .V  .      .5  «  .V  \ 

h  =  — T-    acos-  —  7SUÎ-  —  07  cos- 

P      \  P        '        ?       "^  P/ 

L /Tj    .    ,v         v         .ï\        T/.<    .    A-         3         .v\         M     .     s 
H -sin cos-  )  -I —    -sin-  H —  cos-     -• mu    • 

Il  SI  il  (il  alors.  |i(nir  cliinincr  les  constantes  \,  !!,  C,  I),  ]-..  I'.  d  fi^'alcr 
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leurs  valeurs  pour  les  deux  extrémités  de  l'un  des  tronçons;  on  obtient 
ainsi  six  relations  qui  permettent  d'exprimer  les  efforts  aux  extrémités 
en  fonction  des  déformations  que  ces  extrémités  subissent. 

Considérons  donc  deux  tronçons  voisins  correspondant  aux  points 
de  discontinuité  /  —  i,  /,  i  -h  i ,  et  désignons  par  un  accent  les  quan- 
tités se  rapportant  au  début  d'un  tronçon,  jxir  deux  accents  celles 
relatives  à  son  autre  extrémité;  nous  aurons,  en  représentant  par  x,  z, 
f.  les  déplacements  a,  y,  6,  aux  points  de  discontinuité, 

L)  sin  -  -+-  T-  cos  -  =  ij'-^^  sin  '-  -+-  T,'^,  cos  -  > 
?  P  ?  ? 

L;  cos T,  sin  -  =  1/  ,  cos  -  —  T'  .  si  n  -  > 

P  '       P  '""'         P  '  '        P 

-1-m;  +  l;  =  -m.  ,  +  c., 

i^  t.  -  ^ji  _  m;4  ~t.  =  ~  ?,^,  -  L",,  -  -  m;:  -,  -  r. , , 

p-         'p       '?■      '      ?-  '"p       '*'?■      '^' 


S  /'^  /  s'  s  s^  ' 

^;j-.(a7,sin — h  s,  co^  —  pf,sin- 

hWs'    .     .ç'         5         .ç'\         T;/3    .     s'         V         s'\        m;.         s' 
sui 1 —  cos  -H ^-sui cos ■'  cos  - 

2    \P  ?  ■-*  P/  2     \2  p  p  p/  p  p 

ô  S  /•-  /  •     .s"  .s"  .     s"  \ 

=  —  (^^,+1  sni  -  -t-  5,-^,  cos-  —pti^,  ^'"7  ) 


— !    -sin — f-  -cos-    H —    -sm cos-  ) '-^  cos- 

2\p  p  2  p/  2\2  p  p  p' 


3  .    .ï'\  .  m; 

P 


S.  S/'-  /               .S-'                 -s'            ^           s'\ 

-^T^IiTjCos-  —  z/sni-  —  pt^cos- 

1 

L'i  1  5    .    s'        s'        s'  \        Ty  , 
^ sm cos  -     H : 

2  Va        p        ?         :-  J        2  ' 

'fs'    .     s'         '. 
,  -  sm  -  -+-  - 

V?        P 

sS/'V                     .v"                       .     .." 

=  — r-   a7,v.  cos Z:^.  sm 

■  ptj^,  cos- 

H ^    -sm cos-  M ^    -sm 1-  -cos-     h ^  sm  -  • 

2   \2       p       p       p/        2   Vp       ?      2       py         p         p 

De  ces  six  équations,  nous  allons  tirer  les  six  quantités   l.],  T],  Mj, 
''/-i'  ^l+f  ^ï/-i  ^'"  fonction  des  déplacements  j-,,  :,,  /,,  j?,,,,  s,^,,  ^,^,. 
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Ces  lorimilt'sétaljlics,  considérons  les  deux  tronroiis  voisins  i—  i,i) 
et  [i,  i-{-  i),  et  aj)|)iiqiions  les  résultats  précédents  aux  deux  extrémités 
qui  se  réunissent  au  point  de  discontinuité  i;  nous  aurons 

L;=^bTr,.  t;=|^,   m;. 

et,  comme 


4  /  /.  l-k- 


on  ( 


n  déduit 


X,  =  ii-^  -  .^^—  ,     Z,=  4^,  -  ré-^'     N;=  ^ 


qui  donnent  X,,  Z,,  N,  en  fonction  des  déplacements  a:,_,,  3,-_,,  /,_,•, 
x^,  2,,  /,;  ic,^_|,  z,+,,  /;V|  des  extrémités  des  deux  tronçons  qui  aboutis- 
sent au  point  de  discontinuité  /. 

Mais  les  composantes  X,,  Z,,  N,  sont  exprimables  en  fonction  des 
déplacements  x,,  z,,  /,  de  leur  j)oint  d'application;  il  suffit  donc  de 
l'emplacer,  dans  les  trois  ex])ressions  cjui  viennent  d'être  écrites,  x,-  ,, 
Z/_i,  ^/_i  ;  X,-,  =,,  /,;  Xi+i,  -,+  ,,  /,vi  P^*>'  It'urs  valeurs  en  fonction  de 
X,_,,  Z,_|,  T;_,  ;  X,,  Z,,  T,;  X,>,,  Z^^,,  ï,+.i  ;  pour  avoir  les  trois  rela- 
tions qui  existent  entre  les  efforts  exercés  sur  trois  points  d'appui  con- 
sécutifs, relations  qui  constituent,  poin*  une  pièce  circulaire,  le  théo- 
rème de  Clapeyron  relatif  aux  pièces  droites. 

Nous  ferons  remarquer  d'ailleurs,  à  titre  d'indication  générale,  que 
le  calcul  qui  précède  se  simplifie  notablement  si  l'on  prend  pour  ori- 
gine le  milieu  du  tronçon  considéré.  En  désignant  alors  par  2w  l'angle 
au  centre  correspondant  à  ce  tronçon,  les  six  équations  qui  doinient 
L',,  T;,  m;.,  L';^,,  T;^,,  M;^,  deviennent 

(î.^.—  1,')^,)  cos'ri  -+-  (T]+ T^_^|)sin'ij  =  o, 

(A)  {(l;— l;+,)/     .       ,  5        \     (T;.-hT;^,)/  3  .     \     (m;._.m:.,,) 

'  ^— = —       '    (  M  sni  w  -I-  - cosfj)  j  —  — ! —        '   (  w  cos y  —  -  sni  o  )  H — ; — -^^  cosa 

'-—^  [{Xi-h  jr,+,  )sin.x'  —  {z^ —  2,^|)cos'jj  —  f/iji-h  /,_|)sina)]  =  o. 


ÉQUILlIilii;     ET    DKFOUMAI  HI.N     DUS     IMKCt.S    CIRCII.AIKKS 

[L',-1-  1.^^,  )  sin  w  —  (T)  —  T^^,  j  cosw  =  o, 

;l;  + 1:;,,  )«  -  (t,  -  ii,  )  +      ,  ''a,  ^  -^-(^  -  <,.,  j  =  o. 


(B)    '— ^ Ucoso.--s.no,) 


p 


f.i  sin  '!)■+■-  cos  (ij  j  —  — = — ^ — ^^-^  sin  cj 


!  -f-  i-^  [  {Xi  —  J7,- ., ,  )  cos  W  +  (  3,  -t-  Z,^ ,  )  sill  'i,  —  j5  (  /,  —  //  .. ,  i  C{ 

I. es  trois  premières  fournissent  iminétliatement  L,—  L,_,,  M,—  M,., 
et'  T,  4- T, _,  ;  les  trois  dernières  donnent  L,-!-!.;.,.  M, -t- .M~^,  et 
T'  —  T     . 
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fntcgratioti   d'un   systcnic  (V c(jtuitions   aux  difféniil'uUcs 
totales  ; 

Pau  m    SALVAGE, 

l'r..{.s>iii[-  ;i   l;i    Kiirulli-  .les  .S.icnces  ili-  M.iiilp.lli.r. 


1.  On  peut  éteiulrt'  les  piocéclés  d'iiitrgratioii  cpii  comiennent  aux 
é(|uati()iis  ilifféreutifUes  linéaires  et  lioniogènes  à  coefficients  constants 
à  des  systèmes  d'équations  à  une  ou  plusieurs  variables  indépendantes, 
(l'est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  en  m'appuyanf  sur  les  prin- 
cipes généraux  de  la  théorie  des  équations  linéaires  aux  différentielles 
totales  (  Annalei,  de  l' Ecole  Normale  supérieure,  février  11SH2. 

2.  (.oiisiderons  d'abord  le  système 

dy,  =-=  { a,i .v,  -i-  .    .  -I-  ai„y„)d.i-,   (  /   -  i ,  -j,  ...,/< \ 

dont  1  intégration  est  bien  connue,  lorstjuon  suppose    constants   les 
coefficients  a,,,  . . .,  a,„. 
On  pose 

y,  =  A,e"-"; 

r  satisfait  à  reipiation  algébi'icpie  de  degré  // 

l'V(0  = 


a,,  —  r        a,, 
a.,,  a..,  —  r 


apprli'c  ('(luatioii  caracléfisli(pie. 
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Si  les  n  racines  sont  distinctes,  les  coefficients  A,,  A,,  •  .,  A„  sont 
déterminés  pour  chaque  racine  (à  un  facteur  constant  près),  et  l'on 
peut  former  un  système  fondamental  de  solutions. 

Supposons  que  /  soit  une  racine  multiple  d'ordre  k  de  l'équation 
Fj  (r)  =  o;  on  (h'niontre  que  la  racine  r  fournit  les  k  solutions 


;A,e-),     £-.(A,e-), 


dr> 


(A,e-), 


où  l'on  considère  A,,  Ao A„  comme  des  fonctions  de  r.   Soient 

o,  [r),  f^if),  .  ■  -,  9h('')  ces  fonctions;  on  peut  encore  former  un  sys- 
tème fondamentid  de  solutions. 


3.  Cette  dernière  règle  peut  se  trouver  en  défaut.  Considérons  les 
équations  linéaires  et  homogènes  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
quantités  A,,  A  2,  ....  A„,  qui  correspondent  à  une  même  racine  /■  de 
l'équation  caractéristique. 


On  a 


A,  (a, 


A„a, 


A„«oi    -+-  A2{a,.  —  r)-h  . 
A,  a„,  -h  h^o-Ni  -+- 


.  -f-  A„a,„  =  o, 

+  k„a.,n  =  o, 


+  A„(a„„—  r)  =  o. 


Si  r  est  une  racine  simple  de  l'équation  caractéristique,  tous  les 
mineurs  du  premier  ordre  de  r^(r)ne  sont  pas  nuls  en  même  temps. 
En  effet,  la  dérivée 


F'f/-' 


a,, 
a.,.,  — 


a„2 


a.,„ 


a,  I 


o       a^.. 


se  compose    linéairement    au    moven    des  déterminants  mineurs  qui 
ont  la  diagonale  conmiuae  avec  le  iléterminant  prinrijial.   Or  ^y(^) 
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n'est  pas  mil;  donc  tons  ces  déterminants  ne  peuvent  être  nuls  à  la 
fois.  Soit 


un  de  ces  déterminants  non  nul;  le  svstème  d'équations  corres|;ondant 
|)eiiiiettra  de  déterminer  les  valeiu's  pro|)ortionnelles  des  quantités 
A,,  A..,  . . .,  A„  d'une  seule  manière. 

.Su|)posons  que  tous  les  mineurs  soient  nuls  jusqu'à  ceux  de 
l'ordre  A:  exclusivement,  l/un  de  ces  déterminants  d'ordre  A-  non  nul 
correspondra  par  exemple  aux  inconnues  A,,  A.,,..  ,  A„  /,.  Pour  sa- 
tisfaire au  système  d'équations  du  premier  degré,  on  prendra  arbitrai- 
rement A„^+, ,  A„_jt+2>  ■  •■»  A„  et  ensuite  les  «  —  X-  é(piations  corres- 
pondant au  déterminant  considéré  détermineront  les  quantités  A,. 
A,.  ...,A„_,. 

En  prenant  la  valeur  de  r  qui  annule  F^(/")  et  se.s  déterminants  mi- 
neurs jusqu'à  ceux  de  l'ordre  X",  nous  aurons  pour  toutes  les  valeurs 
de  h  inférieures  à  X 


9r{n  =  o, 


\r)  =  o. 


.,     o'^[r]=o,     Oi{r) 


o. 


c'est-à-dire  que  rap|)lication  de  la  régie  deviendra  illusoire. 
Pour  h  ^=  k  on  aura  une  solution 


|i.(A,e'-)  =  e-o;*(r). 


Si  r  est  une  racine  inultiple  d'ordre  X-'  >  X'.  on  aura  les  X' —  k  soin- 


[/t  =  X,  X+  I,   ..,,  !X-'-i)j, 

On  |)cul  en   outre  lorincr  X  groupes   de   valeurs  de    .\„_)^,^,  ...,A„ 
telles  cpie  les  X  solutiniis  >',„  =  A,,, e?"""^ correspondantes  soient  lineaii'e- 
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nient  indépendantes.  On  anra  donc  un  eiisendjle  de  /•  solutions  linéai- 
rement indépendantes  correspondant  à  la  racine  rd'un  ordre  k  de  mul- 
tiplicité, et  l'on  pomTa  former  un  système  fondamental  de  solutions. 

Nous  dirons  que  nous  sommes  dans  le  cas  d'exception  lorsque  les 
singularités  précédentes  se  présenteront. 

On  voit  que  les  k  solutions  correspondant  à  une  racine  multiple  /• 
(l'ordre  k  n'ont  pas  leurs  formes  toutes  distinctes  dans  lecasd'excejjtion. 

4.  Il  sera  utile  pour  la  suite  d'étudier  1  intégration  du  système  pro- 
]3osé  en  ramenant  ce  système  à  d'autres  systèmes  de  jjIus  en  j)lus 
simples,  commenças  allons  le  montrer.  D'abord  tout  svstèmed<"  la 
torme 

dyi  =  (a,-,  ji  +  ...  -i-  ai„y„)dx 

admet  au  moins  nue  solution  de  la  forme  V/ =  .A,e''',  et  r  satislait  à 
l'éqnation  caractéristique  F^(r)  ^  o, 

Supposons  tronvée  une  solution  A,e'^'-^,  {/  r=  i ,  2,  . .  .,  «  >. 

Supposons  que  les  coefficients  différents  de  zéro  soient  A,,  A^.  . . .,  A^; 
par  conséquent  A^+i,  A^^o,  . . .,  A„  sont  nuls. 

Posons  a;=A,e'-^,  en  convenant  de  remplacer  Ai^,,...,A„  par 
l'imité,  et  j,  =  "z^,,  i/ij^j-  •  •  -.7»  étant  de  nouvelles  inconnues.  Nous 
aurons 

,1,1, 
l'i-r-  =  '^'m  "1  '/i  +  •  •  •  ^-  (  dii^i^i H  )  7,  +  ■  •     ^-  «///  "■,'//<• 

*    fil-  I  j        ■   /  I  y      n      (  ft  r    I    '  '  lu       il  i  II 

Or  on  a 


Le  système  d'équation  devient  tlonc 

f/'/,  II,  ,  ,,  u„ 

tir  Ui'  ^  '  '  «,    ' 

(^e  s\slèni(' admet  la  solulion 


j,    .   .    .  ,  Iji,    tLcllU 

. . .  -t-  (  a  a  Ui  - 

lit-  1 

(Int 

'   d.v 

1    (lu, 
II,    f/x 

r'. 

7i     =7^    =  ...  =  7,  =  I, 
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On  a  (Iniic 


""  ^ 


.  +fl,,  —  =  o. 
(/, 

En  tcDaiit  compte  de  tes  relatidns,  nous  aurons 

^  =«-^7;;('7.-9.)+--H-«/,-(y,-y.) 
+  0,,.+.  ^  9,. ,  +  . . .  +  a,„  ^^  y„. 

Retranchons  la  ])reniiérc  de  ces  équations  des  s  —  i  suivantes.  Posons 

(]h—  (]i  =^  ^h      t^t      7t+A=  -/,*, 
nous  aurons 


(la; 


et 


,        /„  ".'+1  ".<^l\  /  II,,  l'n\ 

{h  =  2,3,   ...,  5  , 


5-1- A  =5  4-1,  5-1-2,    ...,   n). 

Pour  intégrer  les  systèmes  en  y,.  ^.^ r/,,  et  en   ;.,  ;, r„, 

nous  lornierons  leurs  équations  caractéristiques  V^[r  =  o  et  V-{r,  =  o, 
<ar  CCS  systèmes  sont  de  mém<>  nature  que  le  système  proposé. 

Ou  a,  pour  le  système  en  (/,,  rj. y,,, 

"•  i'„         I 

11  —  /■  —  r     a, ,—     ■  ■  ■  (I,.,    " 


VJr)  = 


592 


Or^  =  ^-  On  a  donc 
ii„        A,, 


F„fr)  = 


A,  (a,,  —  r'  —  r)     A.,a,. 
A|(7„,  Ajrt,, 


A„a,„ 
A„fa„„—  r'—  r) 


o, 


ou  simplement 


a,,  —  r  —  r     a. 


C'est  l'équation  caractéristique  du  système  primitif  où  r  est  remplacé 
par  r-i-  r'. 

Prenons  le  système  en  z.,,  z^,  .  . .,  :;„.  Son  équation  caractéristique 
F. (r)^o  peut  s'écrire  en  introduisant  immédiatement  une  nouvelle 
ligne  et  une  nouvelle  colonne 


rF,(/-)  = 


o  a.>, — /  — a,,- 


a.,,- a, s —       a. 


Oss — r — (7,s  —  — ;•  «s. 


(^wi Cl 


...   a„„  —  /•  —  r 


Ajoutons  la  première  ligne  horizontale  à  chacune  des  s  —  i   pre- 
mières, il  viendra 


rFJrl  = 


"s 
II., 

o     a,^,  ,  — - 

(U 

o         a,,.,  -^ 


a,,,,  ~  r  —  r 
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l!(inaic[uoiis  inaiiitenant  que  l'on  a  idcntiqiipmeiit 

/  ,  II-  II, 

lrtii— r;-f-«i2  —  -f-...-t-a,,—  =  o, 


a^,  —  4- . . .  -t-  ( a,,  —  /  I  =  o, 

Us  ' 


+  ...+■«, 


•    lls^\ 


ft  ajoutons  les  ,v  prciiuiTcs  coloiiiifs  enU-iiaiit  coinj)tc  àv  ces  rvl  liions, 
nous  aurons 


rV,{r) 


r  -  r      a,.,  — 


'!„,  —        a     — 


(1  Csl  rcfjnalion  caractéristique  tlu  syslènic  en  q,,  q.^ q^^.  Donc. 

<|uanil  on  introduit  la  solution  r=o  dans  l'équation  F.' /•  —  o,  on 
obtient  ré(|uatiou  F^(r)  =  o,  c'est-à-dire  que,  lorsqu'on  connaît  les 
racines  de  l'équation  F^(r)  =  o,  on  a,  jiar  un  calcid  très  simple,  les 
racines  des  équations  Fj(r)  =^  o  et  F-(r)  =  o. 

Ajoutons  que,  si  r'  est  une  racine  multiple  d'ordre  /•  de  V,{r  =  o. 
zéro  sera  une  ra(  inc  niulli|)Ic  d  oi-dri'  /•  —  i  de  F.(r)  =  o. 

Aux  équations  en  z.^,  z^ ;„  il  faut  joindn»  l'équation 


C.  la  posé,  le  système  en  z^,  r  , z„  admet  au  moins  une  solution 

constante  si  r'  est  inie  racine   multiple  de  Fj(r)  =  o,  car  ré(piation 
F.(r)  =  o  admettra  alors  la  racine  zéro. 

On  aura  doiu- 

r/y. 


d.v 


C. 


Joiirn.  Je  Macli.^i'  série),  lomn  X.—  \ovemiiiic  i.SS', 


5o 


)()  j  sMVAC  r.. 

('.  étant  une  constante  déterminée;  on  tire  tic  1  i 

('.,  étant  une  constante  arbitraire.    On  peut  remonter  aux   inconnues 
primitives  et  l'on  aura 

(J,;  =  -/,  +  'li  =  C  r  -h  Q      'h=i,-2 s) 

et 

f/s^k  —  ^s+k  =  ("^4-A     [s  -h  k  =  s  -t-  i,  s  -^-2,  .. .,  n), 

les  quantités  Cyi —  C,  étant  des  constantes  tlont  les  \aleurs  proportion- 
nelles sont  déterminées.  On  aura  ensuite 

_K,  =  «,y,  -  A/e''-''(C^-i-  C!,-), 

en  supposant  maintenant  Aj..,,  A,^^,  .    .,  A„  identiquement  nulles. 

Supposons  que  l'on  forme  le  svstenie  différentiel  qui  est  au  s\steme 
■en  z.,,  Sa,  . . .,  :;„  ce  que  celui-ci  est  au  système  primitif.  Soit  A  le  degré 
fie  multiplicité  de  la  racine  r' ,  et  soit  k^'i.  La  nouvelle  équation  ca- 
ra(  léristique  admettra  encore  la  racine  zéro. 

On  en  tirera  ])our  le  système  en  z.^,  Zj,  .  ...  z„  inie  relation  de  la 
forme 

:,  =  D,  +  D;a7, 

1),  et  D^  représentant  des  constantes. 

Si  nous  convenons  de  réprésenter  par  P''  i.v  lui  polvnôme  entier  et 
r  itionnel  de  degré  k  en  x,  nous  aurons,  après  avoir  intégre, 

(I   ou 

(lh  —  qi-^'-h=^l[3c)      \h=\,i V 

r\ 

q.-i.  =  s,,+A  =  K'^ki^)     {s-hk  =s^  I ,  .V  -H  2 n  : 

(i'oii  enfin 

A,   ,,  .\,^^,  ....  A„  étant  supposées  identiipiement  nulles. 
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Le  raisoniicnieiit  se  contimicra  tl«'  la  mêiiu'  manière  tant  c[u  on 
n'aura  pas  épuisé  le  degré  X-  de  la  raeine  /'.  Nous  retrouvons  donc  les 
formes  des  inlé<;rales  données  |)ar  la  |)reniiere  métljodc  d'iMleiiration. 

Ajoutons  une  remarque  imjiortante.  Soit 

V,—  \,e''^ic/.'^x"'  -+-  a'  x"'~'  -h.  .  .->-  x'^,  i 

une  solution;  j,  —  A,a'^,e'''  est  aussi  une  solution.  Il  en  résulte  que 
dans  les  solutions  successives  correspondant  à  une  racine  multiple  /•', 
les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  sont  différents  de  zéro  en 
même  temps.  On  reinaniue  ce  fait  également  dans  la  première  nié- 
lli(')de. 

H  esL  évident  f|u'en  ramenant  le  syst  nie  en  v,,  )^ j„  à  des  svs- 

tèmcs  de  plus  eu  plus  simples  par  le  procédé  que  nous  venons  d'in- 
diquer, on  arrivera  à  construire  n  solutions  du  svstéme  primitif  en  v,, 
V.,  .  .  r„.  Ces  n  solutions  formeront  un  système  fondamental  de  solu- 
tions. 

.'>.  il  ])eut  être  utile  de  changer  l'équalion  caractéristique  en  une 
antre.  On  emploiera  la  substitution  v,  —  «,6"".  ).  étant  une  constante 
arbitraire.  On  aura 

-j^  —  a/,!/,  -{-.    .-i- {a,i— /.)Ui-i-. .    -ha,„u„ 

L'équation  caractérislique  l"„  r  ~  o  a  pour  racines  les  racines  de 
Fy{r)  =  o  diminuées  de  /.. 

On  remarquera  que,  si  la  racine  r'  correspond  à  un  cas  d'exception, 
la  racine  r'-  1  correspondra  aussi  à  un  cas  d'exception,  et  récipro- 

(|ii('mi'iit. 

(J.    l'dur  que  le  système  en  :;_,,  ;, z„  présente  le  cas  d'exceplmn 

pour  la  racine  zéro,  il  faut  que  le  .système  en  i, .  Vn.  ....  v„  présente  le 
cas  d'exception  pour  la  racine  r'. 

Imi  edet,  su|)posons  rpie  le  svstéme  en  z.^,  ;,,  .  .  .  z,,  offre  le  cas 
d  exception  pour  la  racine  zéro.  Il  existera  au  moins  deux  solutions 
linéairement  in(l('"j)endanl(^s  tlonl  les  clcinfnts  seront  constants,   lùtlre 
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ces  deux  soluliuiis 

Z,  :=   7, ,         z]   =^  C/.]  (  t   =    I  ,   2 // 

il    lie  pourra    exister  aucune  relarion  à  coctfieicnts   constants  de   la 
forme 

wy,  +  (■■)'(/-]  =  o. 

Introduisons  les  deux  sjniboles  a,  et  a',  en  leur  donnant  pour  va- 
leur zéro.  Aux  deux  solutions  considérées  correspondent  deux  solu- 
tions dans  le  système  en  q,,  q.-.,  ...,  q„  et  deux  solutions  dans  le 
système  enjy,  ,jj,  .  .   ,  y,,-  Nous  aurons 

q^  =  c<.r  +  a,-t-  C,  q]  =  a.'x  -+-  oi.  -i-  ('/, 

j,  =  kie''-'\v_x  -+-  a,-- i-  C),     y^  =  A,e''-''('z'.r  -t-  a^-  +  C'/), 

(]  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Choisissons  deux  nombres  ;3  et  /3',  tels  que  aj'5  -i-  a'|'3'=  o  La  solu- 
tion |3j, H-  /5'y.  =  A,e''-'(/3x,  +  P'a]  H-  C/3  +  CiS')  serade  la  même  forme 
que  la  solution  A,e'''".  Il  n'y  aura  entre  ces  deux  solutions  aucune 
rt dation  linéaire  à  coefficients  constants;  car  les  quantités 

,Sa,  +  i5'a;  +  C|3-)-C',3' 
■«l(>vraient  élre  toutes  égales.  On  aurait 

et  par  suite 

,'3î(,+  /5'a',-  =  o, 

ce  qui  est  impossible  jiar  hypothèse. 

Donc  le  système  ç\\.y^,y.^,  .  .,  V'„  admettrait  au  niouis  deux  solu- 
tions linéairement  indépendantes  de  la  forme  v,  =  A,e''',j)  =  A^e'^-^, 
c'est-à-dire  que  la  racine  /'correspondrait  à  un  cas  d'exception. 


7.   S'il  n'y  a  pas  exception  pour  la  racine  r   de  F, (/•    =  o.   la  con- 
dx 


stanle  C  =  ^' ne  sera   pas   ludle.    En   effet,    on    aurait    la   solution 
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v,  =  A,C;,e''^,  si  (1  était  nul.  V.Wc  ne  se  oonfruidia  avec  la  soiiilioii 
7',  =^  A,e'"^  (|iu'  si  l'on  a 

On  aurait  alors 

f/,  =  q,=--.=  f/,=  C,  =  C.,^...^^(\     et     y,.,  =  y,.,=    ..=:y„_.  ,, 

coiiiMic  solution  (lu  svstèmo  en  c/, ,  y^.  .  .    .y„.  On  en  liii-rail 

2^  :=  :,  ^.  .  .^  2,  =  <)      et      z,^,=. .  .  =  z,,  —  o 

connue  siilulion  du  s\  ^lèmcr  en  r..,  Zj,  .  . .,  :■„.  Or  on  n'a  pas  pris  une 

solution  en;. ;„,<lont  tous  les  éléments  soient  nuls  pour  ff)rmer  la 

solution  v!  .  l)on(  cette  solution  j'),  devant  être  linéairement  indépen- 
dante de  la  solution  ),,  ne  peut  exister.  |<uis(pi'il  n'v  a  [)as  exception, 
l't  i\  n'est  pas  ind. 

S.    C.onsidei-ons  niainlenanl  le  s\slenie  d'e(|u.itioiisaux  (hUerenlielles 
totales 

,  ,   I  dji--^  fl,,  V,  -+-. .  .-f-  a,„v„)a'a-,  -i-. . .  -f- 1/,,  v,  -h. .  .-i-  /,„  v„  d.i ,, 

(0  ,. 

'.  (t  =   I  ,  2 /i    , 

où  les  lettres  a,  b /  représentent  des  constantes.  Nous  supposons 

les  conditions  d'intégrabilité  idenlicpiement  .sali.sfaites  en  vertu  des 
ecpiations  proposées. 

Si  les  \aiialiles  indépendantes  ar,.  .i\ x^,  se  déplacent  respecli- 

venienl  dans  leurs  plans,  il  existe  des  fonctions  intégrales  i, ,  r v„. 

uniformes  tlans  tout  le  plan,  satisfaisant  aux  ('«lualions  proiiosées.  Inia- 
{^inons  un  système  londamiMilal  de  solutions.  Il  suffit,  p<iur  le  déter- 
miner, (le  fixer  lui  déterminant  de  valeurs  initiales  différent  de  zéro, 
l'on'-  a\()M-  les  valeurs  des  solutions  en  un  puinl  yX,x,  . . .  x.  :  cuh-I- 
coni|ne,  lin  pourra  airi\(  r  en  ce  poiiil  avec  lui  choix  de  chemins  et  de 
m.uclies  al)S(ilument   arliiliaires    Supposons  ilonc  que  la  variable  x, 

liecnxe   son   eliennn.    les   autres   \a!ialile>    uidependantes  .i-._, j„ 

restant   à  leurs  jidsitions  nuliales.    I  .es  éléments  d'une  soluthm  (luel- 
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conque  satisfd'oiit,  dans  cette  hvpotliese,  aux  équations 
i  2)  ((y,  =  ftnXi  +  .  ■  .  4-  a,„y„, 

à  une  seule  variable  indépendante. 

Soit /'i  une  racine  de  l'équation  caractéristique  F,{r,]  -—  o  relali\e 
aux  équations  (2).  On  aura  une  solution  de  la  forme 

T/  =^  A ':, ( r\ "i e'i ■''■     ( /  =  1  ,  2 /;  : 

'^rJ'\,  est  un  nomhi'e  que  donne  le  calcid  quanil  on  (onnait  /■',  :  A  est 
une  quantité  indépendante  de  ce, .  Si  maintenant  on  fait  varier  les  autres 
Nariables  ce.,,  cc^.  ...,x^„  A  variera  seule  et  sera  une  fonction  de  ces 
variables. 

Exprimons  alors  que  r,=  Ac;,(/', )e'i'''  satisfait  aux   équations  (2). 
Nous  aurons 

r/j,=  Ar\  re:{r\)e'-r'\(/a-,  -+-  ç,.(r',)e' '.•'■.(  ^^-(h-,+...^  ^^  r/j:,,  ) 

=  A e'", ■''< l'ajt'p,  ( /•', )+...+  a,„ 'p„ {r\)\  dr , 

-H  \bn7i  (  '■',  )+•••+  /',n  ?„  (  '■',  )](lx.,-i-... 

Ces  é(]uations  se  ramènent,  à  cause  du  choix  de  /', ,  à  la  toi'me 


=  A  S[t,-iç;,  (/■',)  -h...+  h,„a„(r\]]dcr.,^.  .. 
+  ("/,•,  'D,  {r\  )+...+  /,„o„  f r',  )]  dXf, \, 

et,  comme  la  fonction  A  doit  exister,  on  aura 

k  (ê  ^^^-^■■■+  ^^  d.r„)  =.  r\_  d.r..  +  ...+  r],  d.r„. 

r'.,,  ....  /•   étant  des  constantes  déterminées  par  le  calcul  précédent, 
d'où  l'on  tirera 

A  =  Be';  ■'"=+■••  "■;■■'/., 

B  étant  une  constante  arbitraire. 
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\iiisi  les  équations  (ij  admettent  mu  moins  une  solution  de  la  forme 

v,-^  A, e'-:^ '■;-".    •'■;^,.. 

.\i.  A.,     ...  A„  étant  des  constaiitos  dont  les  rapports  sont   (lonii<> 
par  le  calcul. 

En  exprimant  ce  lait,  nous  liouxerons  les  relations  tpii  doivent  nc- 
(  l'ss.'iircmciil  exister  entre  r, ,  r'.,,  .  .  .,  r„.  Nous  aurons 


'■p(^'^p) 


r/v,  —  A,e''-^'"    "■;  '/^r',  il.v,  -1- 

--    A ,  Oj,  -t-  .  .  .  -4-  A„a,„)e''î-''  "•  '''"t-^rdx,  -i- 
^  (  \  ,/„:-...  4-  A„/,„)e";-".'-  '■-'•'yr/r,.. 

eipialiou^  (jui  (•iitraiM<Mit  les  sui\aules  : 

\ ,  r/,1  -i-  . . .  -^  A,(fl,v  —  /•', )-+-... -f-  A„a,„  =  o     > 

A  ,  /,,  -r  . .  .  H-  A,(7,-,  -  r],)   -H  ...  -I-  A„/,„  ^-  o      \ 


j  =  I ,  '->. n 


De  ces  équations  du  premier  degré,   il  résulte  d'abord  que  i  liarpn- 
iHunlirc  r\  doit  satisfaire  à  une  équation  de  la  formi^ 


P,.(r, 


pl2 

g2-2  -  r,     ... 


r[ue  nous  ap|)('ilcr<)iis  une  equalion  car.ietéristifpu'. 

Ilnsuite  ces  s\stémes  iloivcnt  être  satisfaits  par  un  même  système  de 
\aleurs  pi'opoitionnelles  de  .\,,  .\_,,  ...  A„.  Supposons  expressément 
i|Mi'/-,.  /•_,,  .    .,  r^  n'anindent  |)as  respectivement  tous  les  mineurs  ilii 

|)reinier  ordre  de   F,(r,\  Fj'V. F^(r^^.   Alors  les  équations  <lu 

prenui  r  d('i;re  admitlront  un  svsième  unique  de  solutions  conmnuies 
A,.  A,.   ....  A„. 

Kn  comparant  ces  éipialioiis,  on  en  tirera 


\„iii„  ~  A,ft^,H-.V.-r-A„7;,„ 


\,/„^...-  \„/„" 


On  jx'iil  loiijoiirs  supposer  qu'aucun  des  nombres  r\,  r, r'p  n'est 

nul;  car,  si  l'on  posej',=  u,e''-'',^    *'>^V,  le  système  (i)  deviendra 

C?H,  —  [fl,,  f/,  +  .  .  .+  («„  —  'm  )"(  -^    .  .+  a,„M„]f/j"|  -(-.  .  . 
-I-  [//|M,  -f-.  .  .  ^-  (/„  —  >.;,)«,  +.  .  .  -I-  li„u„\fljrp, 

et  les  équations  caractéristiques  de  ce  nouveau  système  n'admettront 
])lus  de  racines  nulles,  si  l'on  choisit  convenablement  1,,  )..,  .  .  .,  1^. 

La  racine  rj  n'étant  pas  nulle,  on  peut  toujours  trouver  une  quan- 
tité A, a,|  H- . . ,  +  A„a,„  =  A,/-^  différente  de  zéro,  car  tous  les  nombres 
A,,  Ao,  . .  .,  A„  ne  sont  pas  nuls  à  cause  des  premières  hvpothèses.  On 

voit  alors  que,  K,  r'.^ r'^  n'étant  pas  nuls  non  plus,  on  aiu-a,  à 

cause  des  équations  piécédentes, 

A,b,,-h.  .  .+ A„b,„y£o,      ...,     A,/,, +.  .  . -h  A„/„,^o. 

Donc  à  une  racine  r[  correspondent  des  racines  r,,  r'.j,  .  .  .,  r  déter- 
minées, lléciproquement,  à  l'une  quelconque  de  ces  racines  corres- 
pondent toutes  les  autres  et  seulement  celles-là. 

Parla  transformation  inverse  à  celle  qu'on  a  faite,  on  peut  rétablir 
les  racines  nulles  qu'on  avait  écartées,  et  le  théorème  est  vrai,  même 
dans  le  cas  où  les  équations  caractéristiques  admettent  des  racines 
nulles.  Mais,  si  l'on  a  F,  (o)  =  o,  Fof  o)  =  o.  .  .  .,  F^,(o)  =  o,  il  faut 
que  les  mineurs  Au  premier  ordre  de  chacjue  déterminant  F|(o). 
F2(o),  . .  .,  F^(o)  ne  soient  pas  tous  nuls  à  la  fois. 

Quand  les  conditions  précédentes  seront  réalisées,  nous  dirons  (juc 
les  nombres  rî,  /■',,  .  .  .,  r'  se  correspondent. 

Lorsque  les  mineurs  du  premier  ordre  peuvent  être  tous  nuls  a  la 
fois,  le  thi'orème  peut  n'être  plus  \rai.  En  voici  un  exemple  simple  : 
prenons  le  svstème 

dy,  =  ay,dx,  -+-  {b,,y',  -+■  b,^y2)dx.,, 
dj-n  =  ay^dx^  -f-  (i^,  J,  +  b„.,y.,)dx.,. 

Les  conditions  d  intégrabilité  sont  i(lenti([uenient  satisfaites.  Si  l'on 
pose 
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A,  et  Ao  seront  tiéterrninécs  i)ar  les  éfiiialioiis 


d\. 


=  i»,,A,4-//,,A,, 


ajc,  -  .  -     - 

<  )ii  CM  tiiciM  deux  solutions  lincaii'einent  Mulcpe-nclanli-s 


•  '1.  |)our  le  système  priiiiitir,  on  am'a  les  intégrales  généiales 

j,  =  e"'.  f  ).  Bo ,  e^;  -^."-H  /x B,,  e'I-'-  )  : 

or  la  même  racine  a  se  trouve  ainsi  assotite  à  denx  racines  clilïerenles 
r^  et  r\,.  Mais,  si  ion  considère  l'équation  caraelérisli(|ue 


la  racine  r\  =  rt  annule  tous  les  mineurs  du  j)reniier  ordre. 

Dès  maintenant  on  peut  donner  la  règle  pour  intégrer  le  système  ;  i  ) 
dans  le  cas  où  les  é(piations  caracleristicpies  ont  toutes  leurs  racines 
distinctes. 

On  déterminera  les  racines  de  l'une  des  ecpiations  caractéristiques 

t>">  O""  '<     I 

Les  é(|uations  du  pi-emicr  degré 

A.^n  -h. . .+  .\iigu-rj,)  ■+-. .  .-f-  A„^,„  =  o 

Joiir/i.  Je  M.tih.  ;5«  .cni:  ,  tuiiie  X.  —    Dicinom:  1884.  >  I 
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ailmcttroiit  iino  solution  déterminée  pour  l(^s  valeurs  |,roporlionnelles 

(le  A,,  A, .\„. 

Les  racines  des  autres  équations  earaetéristiques  seront  déterminées 
successivement  par  l'une  des  séries  de  rapports 


A,i/,,-t-. ..-+- A„<7,-,,  A,^',i-t-..  .-i-A„é',„  Al/,,  —  ...-I- A,,/,,, 

où  j\  re|)résente  successivement  toutes  les  racines  de  Vi,[r,,,  =  o.  On 
pourra  former  ainsi  n  solutions 

.n,  =  A,,e'-;>-^.---'-;.^^>   (^  =  1,2. ...,«\. 

'î A' '"■•/,'••  ■'  'Ia  étant  des  i-acines  correspondantes,  et  ces  n  solutions 
formeront  un  système  fondamenlal. 

9.  Considérons  maintenant  le  cas  le  plus  général.  Nous  pourrons 
toujours  former  une  première  solution  m,  =  A,e''''"'^  '^'"f'^p  des  équa- 
tions (i). 

l'osons  y,  =  u,(],,  iums  ainons 

et,  en  posant  i^  =  q,,  —  q,,  nous  aurons 

I_\      //, .        '    II,/    - 

\  II,    OJ-,,  "1/  V        ",  "1/         J         '^ 


['■ 
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Ce  svsfrmc  Cil  Jo.  r,,  ...,:;„  est  de  mèinc  formi-  ([iic  U- sjsiéme  (i  . 
Il  adnicllia  donc  au  moins  une  solution  de  la  forme  H/eP-''"^'  "^/^f. 
(.elle  s(dtition  permettra  de  trouver  une  solution  dn  s\  sfcnie  en  </,. 
'I :•  •  ■  •'  «7/,  <"f.  |>!"'  suite,  une  solution  du  svstcme  en  v, .  r^ i-„. 

Kii  coMsidéiMut  le  s\  sti-mc  qui  est  au  système  en  r,.  r, z„  ce  que 

(cliii-ci  est  au  système  (lî,  on  formera,  en  remontant  eiuore  dans  li-s 
ralcnls,  une  lioisiéme  soiiition  Au  s\s(éme  en  v,.  v^.  .  ■  }'„•  •'•  ainsi 
de  snile. 

On  ix'ul  di'monirer  (|ne  les  «  soliilions  ([uOn  ohlicudia  |iouiles\>- 
teme  |)rimilii  loiineront  un  svstcme  londamenlal  de  solnlions.  l»our 
cela,  on  a|)|)li([iiera  le  raisonnement  des  n'"  Mî  et  17  de  la  théorie 
iîéiiéralc. 

Nous  avons  donc  là  une  méthode  j^éiurah-  d  nilci^iation . 

10.  Il  est  intéressant  déconsidérer  les  solutions  qui  cnrresponilcnt 
il  un  i,'rnn|ic  de  l'acines  correspondantes,  lorsque  i'inic  des  racines. 
r,  par  cxem|)lc,  est  une  racine  multiple. 

l'orinons  le  système  en  ^^ :;„,  et  soient 

^\z{r,)  =  o,     Fj,(/-,)  =  0,     ....     I-;,,  /•,;  =  o 

ses  équations  caractéristiques;  r^  étant  racine  multiple  de  1',.-  /,  —  <>. 
zéro  sera    racine  de   F.^V,  ;=o.    Ou  aura    doue  une  solntiou  ije  la 

lorme 

d  eu  l'on  liicia 

(Iq^  =  e^•'^  •  +';-^,.     (  a  f/j,  -f-.  . .  -  r  </» ,,  . 
a,  ,'; /.  étant  des  constantes,  et  par  snile 

d  Où 

y,  =  y,  -f-  :,  =  A'  &'''•*       '•  '" 
l't 

Yi=u,rf,  =  A,c'■.■^.-<'■i-^'■^.*   ■■■,-',',. 
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Or  à  la  iMciiiP  /',  no  peuvent  correspondre  que  /,;,  r^,  .  . .,  /^:  donc 
(in  a 

r\  =  r\=...=  r^  =  o, 
c'est-à-ilir<'  (juo  l'on  a 

F,,(o)=o,     F3,(o)  =  o,      ....     F^,^o)  =  o. 

Tl  faut  donc  que  r'j./'j,  . . .,  r^,  soient  au  moins  racines  doubles  de 

F,^(r,)  =  o,      ...,     l'p.{rp=o. 

En  passant  au  système  auxiliaire  qui  vient  après  le  système  en 
z.,,  ..  .,  3„,  on  verrait  de  même  que, /■',  étant  racine  triple,  r'„, /'g,  .  ...  r  , 
sont  de  même  racines  triples  de  leurs  équations  respectives. 

En  général,  soit  X"  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  r\;  on  dé- 
montrera que  les  racines  correspondantes  r\,  r^,  ■  ■  -,  r„  sont  des  racines 
du  même  ordre  k  de  multiplicité  de  leurs  équations  caractéristiques 
respectives. 

Il  résulte  de  là  que  le  système  en  z.,,  S3,  .  .  .,  =„  et  les  k  —  2  svstènies 
auxiliaires  suivants  admettront  des  solutions  à  éléments  constants. 

Soit  d'abord 

dq^  =  H,  r/j-,  +  Ho  djc.^  + .  .  .  4-  H^  dx^, 

II,,  H2,  . . .,  11^  seront  des  constantes. 
On  tirera  de  là 

gr,  =  Ao,  -f-  A,|X,  +  Ao,a%  +  .  .  .  +-  A^,,r^„ 
d'où 

*//  =  •?(  +  ='  =  ^0,  +  A,, a;,  + ...  H-  kpiXp 
et,  par  suite, 

7(=  "/7,  =  (Ao,  +  A,, a-,  4-. .  .+  kpi-Vp'  A,e'".-^.*--V,'. 

Ensuite,  si  r, ,  ri /•„  sont  au  moins  des  racines  triples,  le  svs- 

tème  auxiliaire  qui  vient  après  le  sy.stème  en  z.,,  =3,  . . .,  :„  donnera 

s,-  ^  r  ■  yX ^ ,  X.^,  .  .  . ,  X pj, 
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en  représenlant  par  P*  un  polvnôme  de  degré  k  en  d\,.r., x^,.  On 

tirera  de  là 

V,  =  P; (cr, ,x., Xp)e'''-'>-    -^'.^p. 

\.c  raisonnement  se  continue  de  la  inèine  manière  tant  ([u'on  n  a 
pas  épuisé  le  degré  /■  de  multi|ili(iti'  des  racines  r,,  r,,  ■■■■.r  des 
équations  earactéristiques. 

Doue,  lorsque  des  racines  r, ,  r. ^„  *^  correspondent,  «dies  sont 

raeines  de  leurs  équations  caraeléristiques  respectives  au  même  de- 
gré k  de  niMlti|)lieité,  (^t  l'on  peut  fc^rmer  un  groupe  de  /•  solutions 
liiKViirement  indépeiid.inles  de  la  forme 

V,„,  =  V''-„^\^x^,x.,,  ...,.Vp, e'''-''^'"^'"r-'r 
(  m  =  1 ,  2 ,  . . . ,  X-  ;     h  =  n.  i .  9.,  . .  .,  k  —  \\ 

où  P^„,(j:,,ir^,  ...,Xp)  représente  un  pcdvnùme  entier  de  degré  /i  a 
coefficients  constants. 

11.  l."int{'gration  du  svsiémc  d  é<|uations  i  conduit  lacilemcnt  a 
I  intégiatioii  (lu  système  d'ecpiat'ons 

, ., .        (  é'i  =  ( a„7.  +  • .  ^  «,„y„  )  ^  -I- •••+(/,.  J',  +  ••■  +  /,.,.V„  1  -^ 

(■5)           ,"                                                               -^1  'f 

I  (j  =  I.  2 n), 

a.  h /  représentant  toujours  des  constanles. 

l'osons  en  ellet 

•r*  =  e'i-, 
nous  .uuons 

(ix^^x^fiz,,, 
d'où 

dji  à),    O.rh  Qy, 

Nous  aiu'ons  donc 

(iy,  =  1  «,,  V,   h.  . .  +  a,„Y„  )  rfs,  -+-...  -h  (/,,,>',  ->t-..  .-¥-  /,„y„   dzp, 

éipialion  du  genre  de  celles  qui'  nous  venons  d'étudier. 


^of)  sAivAGi:     —    iNTi  (.n.\rioiN"   n' équations,    r.TC. 

Les  ,si)liilions  seront  ici  de  la  forme 

1'!^  représentant  un  polynôme  entier  et  rationnel  de  degré  p.. 

Plusieurs  systèmes  se  ramènent  au  précédent.  Par  exemple,  on  dé- 
duit un  système  intéressant  du  système  (3)  en  posant  y,=  «,.i''',  et 
Ton  peut  réciproquement  passer  de  ce  système  au  système  (3). 

1*2.   En  résumé,  rinfégratioii  des  s\  stèmes  dtupiafions  de  la  forme 

,  >         (/.r,  ,  .  (Il,, 

dYi=  (rt,,  r,-!-. .  .-i-  rt,„r„l. 1-...-I-  /,„V|-t-...-f-  li„Y„]-. ' 


où  a,  b,  . . .,  l,  1,  <j.  représentent  des  constantes,  se  ramène  toujours  à 
l'intégration  d'un  système  de  la  forme 

dy'i  =  'a',i  V|  -(-...  +  ai„Y„^dr,  + .    .  -i-    h,,  y,  + .  .    +  /,„y„  ;  dxi,. 

]>  intégration  de  ce  sy-ténie  dépend  essentiellement  dans  la   pr.itique 
de  la  résolution  d'une  s(>ule  équation  algébrique  de  degré  n. 
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Sur   une  formule   de    M.    Tisserand    et   sur  les  JoucUons 
hy per i^éométruiue s  de  deux  voruihli  s  ; 

Pau  m.   I».  A1»I»ELL. 


1.  Diiiis  Jinix  Comimiiiications  l'aitos  ii  1  Aradcniio  dos  Sciences  les 
ij  et  22  oetobre  i88'3,  INI.  Tisserand  a  été  conduit  a  la  (jnestion  sui- 
vante ('  )  : 

Suit  V^  [p,  ^)1p  poUnônie  de  degré  ]\  en  -  qui  l'orme  le  coeflieient 
de  5^  dans  le  ilevelo|)|)eni(nl 

(,)  ' ^=%0^^-\p,z), 

{^  —  9.0^-1-0-)   2  s^o 

elfeetue  suivant  les  puissances  positives  de  5;  il  s"a<^it  de  trouver  une 
formule  i^énérale   donnant    le  dévelop|H'nient   du   polynôme  V^\p,  z 
suivant  les  cosinus  des  multiples  de  j:  clj  quand  on  pose 

^  2  j  z  =  'j.  cos.r  -f-  V  eosj>'. 

Ce  dévelopiMinent  est  île  la  forme 

(3)  P'  \p.  z)  =  'i  V  ii,';;'cosj>eosyv. 

(  '  )  Voir  à  ce  sujet  un  Mtmoiredc  M .  l\\n\v  Sur  le  tiévetop/iemenl  de  l 'ejrpres- 

sio/i  (i  —  ai;  -(-  ««)-*  (  [nnalvs  de  l'Ohser\aloire,   Mémoires.  I.  WIIl.   i88.'i). 
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Il*  signe  i  s'ptendant  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  de  «  etypour 
lesquelles  la  différenee 

est  un  nombre  positif  pair,  avec  cette  convention  qu'il  faut  rem|)Iac(i- 
le  facteur  'i  par  2  lorsque  l'un  des  indices  i  ouy  est  nul,  et  par  1  (piand 
ils  sont  nuls  tous  les  deux.  La  question  proposée  est  alors  de  trouver 
l'expression  générale  de  B;"/' en  fonction  de  N,  p,  i,j,  lei  a.  Comme 
le  montre  M.  Tisserand  [loc  cit.\  ce  problème  est  complètement  ré- 
solu pour  les  valeurs 

p  =  9.,     p=3; 

et  de  plus,  dans  le  cas  où  p  est  de  la  forme  2^+3,  q  entier,  le  coef- 
ficient B,'";''  s'exprime  à  l'aide  d'un  polynôme  bvpergéumétrique  du 
second  ordre. 

En  calculant  duectement  le  coefficient  général  B,^/,  j'ai  fait  voir 
[Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  1-2  novem- 
bre i883)  que,  quels  que  soient  le  nombre  p  et  les  variables  a  etv,  ce 
coefficient  peut  èlre  exprimé  à  l'aide  d'une  des  fonctions  hypergéo- 
métriques  de  deux  variables  dont  j'ai  fait  une  étude  détaillée  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  année  1882.  D'après  les 
notations  employées  dans  ce  Mémoire,  désignons  par  (/,,  n    le  produit 

\[\  +  l)(\  +  -2)..  .,  !-!-«  —  i), 

où  n  est  un  entier  positif,  en  convenant  que  (1,  o)est  égal  à  l  unité, 
et  posons 

I?   /        C  '  \  V        (ai,  m -H  rt)(3,  /M -f- «)        ,„    „ 

m,/i  =  0 

L'expression  du  coefficient  YS^f  est  alors 

/-^     •  •  .,     ,\ 


\)  B::/'=cy^^v^F/^i— L  +  ^+''-^>/-^/-^,,- 
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OÙ  le  cocffiricnt  C^/'  est  iiHlopoiulaiit  de  ,u  et  •/,  et  a  |)oiir  \al<-iii 

(4')  c-  =  (-0   *    /  \-i-A     .     - 

l,c  (l('V('ln|)|)ein(iit  (Ida  foiu  tloii  F,,  (|iii  fijjiirc  dans  l'expression  i4), 
s'arrête  de  lui-même,  car  le  second  élément  ot    un  enliri 

négatif,  connue   il    résulte   de   ce  que   nous   avons  ilit   a   jjropos  de- 
là   ioinude  (3). 

Dans  la  séance  du  i()  novembre  i88'5,  M  Radau  a  rommnni(|ué  a 
lAcailémie  des  Sciences  une  méthode  permetlant  (lélahlir  rapidemenl 
la  formule  (  'i^. 

l'.n  considérant  u.  et  v  connue  deux  variables  indépendante,  on 
<  onclnt  des  fornndes  précédentes  une  propriété  des  coefficients  W'^;/ 
<pii  me  parait  digne  d'être  signalée. 

D'après  les  propositions  démontrées  dans  le  (  iiapitrc  1\  de  nii>n 
Mémoire  Sur  les  séries  hypergéométriques  île  dcu.v  varidhles  precedi-m- 
ment  cité  (  '  ),  les  deux  fonctions 

3  =  F, (a,  ^,  V,  v'.  '-^  W 


l)ossédent  cette  propriété  (pu-  l'intégrale  doid)le 


(')  On  peut  reinaïqucr  que  l'équation  (3^)  de  ce  Cliapilrc  IV  est  \erifice  non 

«cMilcinfiil  |>nr 

==p,(.,^.-,.v.î.ï). 

iiiiiis  cMotin'  pai- 

z  -    l-\(  i^  0,  •;,  ■('•  c-r'  Ijy), 

It'sconslanles  </  i-t  /'  ilaiit  a--iijiUi«'s  à  la  sriilf  ci>n<lilion 

a  ^   />  —  i. 

Juurii.  lie  ytiilh.     3-  sirii'j,  Innic  X.  —  DiciNDIit  iS»!.  ^'^ 


otcndue  aux  valeurs  réelles  de  a- et  )' jiour  lesquelles 

est  /iiil/e  lorsqu'elle  est  finie,  à  coudition  que  le  produit  '/.{'h  —  a  -t-l) 
soit  différent  de  zéro.  Faisant  alors 


X  =  2IJ.-,    y  =  2v-,     a.  = 1- 

\  — \, 

7  =  «  +  I ,     y  =j  -i-  I,     >.  =  — ^—  . 

où  N,  est  un  entier  positif  de  luènie  parité  que  \'.  on  a 
,,   / /)  —  I        N  +  ( -4- /     / -i- / — \ 

~-i  =  ^>(     ^^, ' — ô o '    '-!-''./  +  '.    y-'.    ■''  )• 

et  l'intégrale  double  précédente  devient 

.    .  r 1    , 

(5)  /    ^  u.-'    S--/'';  I  -  2a-—  2vv;  -      'zz,(h.(h. 

rintégratioii  étant  étendue  aux  valeurs  de  i).  et  v  pour  lesquelles 
(V)  ,u._o,  VIO,    I  —  a^u." —  iV-^o. 

Connue  ;  et  r,  sont  des  polynômes,  cette  intégrale  est  finie  quand 

' ^  —  I  est  positif,  et  par  suite  elle  est  nulle  quand  N  — N,  est  difîé- 

lent  de  zéro,  car  le  facteur  i Jî  -   a  -f-  ).  )  est  ici  —  ( 1 — ^—  ) 

et  ne  peut  pas  s'auiuder.  1)  mic,  en  vertu  de  l'expression  ['\  '  du  coeffi- 
cient 1')^}'',  l'intégrale  double 


ou 


I  >  o)  étendue  aux  limites  (5'),  est  nulle  tant  que  N  est 


différent  de  N,. 
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J>;»  lonmile  (4  )  donne  l'expression  gént  r;ilc  ilu  coefficient  li,^;''  quelles 
que  soient  les  constantes  fi  et  v;  mais,  dans  l'application  à  la  Méca- 
ni(|ue  céleste  que  M.  Tisserand  a\ait  en  vue,  a  et  •/  ne  sont  p;is  indé- 
pendantes et  l'on  a 

( 6 )  /x  =  cos^  - >     V  -;  sin-  -  , 


(f)')  y.  +  V  -'-  t. 

il  est  donc  important  d(^  reclKM'clier  (pielles  simplilications  celte  re- 
lation entre  tj.  et  v  npporte  ;i  l'expression  du  coefficient  15,^'. 

Dans  les  cas  signalés  par  M.  Tisserand,  cette  relation  permet  d<- 
rcliiiic  le  coefficient  1),^''  à  un  polynôme  li\  |)ergéométri(|Me  d  inn 
seule  variable  du  premier  ou  du  second  ordre,  et,  dans  <-es  cas,  le 
coefficient  V^f  considéré  connue  fonction  de  .1  satisfait  à  une  équation 
différentielle  liné;iir<-  du  deuxième  ou  du  troisième  ordre.  M.  Cîillan- 
dreau  a  montré  Comptes  rendus,  séance  du  2()  novembre  188"})  que. 
dans  le  eus  géiu  i  ;d ,  le  coefficient  l\^f,  consitléré  connue  fonction  de  .1. 
\eii(ie  luie  eipialion  dilférenlielle  linéaire  du  troisième  ordre  qu'il  n'a 
d'ailleurs  p;is  formée  complètement.  Au  moment  où  M.  Callandreau  a 
publié  cette  A'ote,  j'étais  de  mon  côté,  en  suivant  les  conseils  de 
M.  Tisserand,  arrivé  à  ce  niéme  résultat.  Je  vais  reprendre  ici  le  calcul 
de  M.  Callandreau  et  former  celte  équation  Au  troisième  ordre,  après 
avoii-  fait  queltpies  réflexions  générales  sur  les  équations  linéaires 
^irnidtanees  aux  deri\ées  paiiielK  s. 

2.  Soit  z  une  r<  Miction  des  deux  variables  iiidep<iidanles  .r  et  ^i'  sa - 
tisfaisant  à  deux  e(piations  differenlielles  liiieMircs  simnit. niées  ;uix 
dérivées  partielles  de  la  forme 

1  /■  —  fi, s  -h  a.f)  -^-  a, q  -I-  u.,z, 
\  l  -   h^s  -r   l>;i>  -I-  hji  -t-  A,  r, 

(|in    admettent    (jualn'    nitégrales    conununes    linéairement    indépen- 
dantes; dans  ces  e(|iiali(iiis^*,  <j .  r,  ,v,  /  désignent  li-s  dcrivces  partielles 
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premières  et  seconrlesde  z  (  l  les  coefflcieiils  «,,  r?.,  cr, ,«,.//,,  //o,  //,.  A, 
sont  (les  fonctions  de  .r  etj  (').  Les  équations  7  avant  quatre  inté- 
grales communes,  le  déterminant  1  —  a,b,  nest  pas  nul  identicpie- 
ment;  alors,  en  dérivant  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à  ;v', 

II-  t   •  i  II  '^''    ^  '^'  '^<     .  '^'' 

la  dcuMcine  iiar  rapport  a  .v  et  remplaçant  -r-  et  -p-  iKU'^r-  et  -r-  .  on 

'  '    '  ''(/(•  ().!■   '  (II'  1)  1 

obtient  deux  équations  au  iiremier  deçrc  en   .-  et  -.-y  d'où  l'on  peut 
*  '  ^  ()■>■       ()y  ' 

tirer  ces  deux  quanlités,  car  le  déterminant  des  inconnues  est  1  —  a,  ^,, 

que    l'on  suppose  différent  de  zéro.  A    l'aide  des  équations  f"  ,  (,n 

,  ...  Os        ()s  ,     r 

pourra  mettre  les  expressions  trouvées  i)oiu'  -^  et  ^i-  sous  la  lornie 
'  '  '  Or       Or 

(8) 

a,  et  j3,  étant  des  fonctions  conimes  de  x  el  y.  La  condition  d'intégra- 
bilité 


(£) 


1(1 

d-r 


est  supposée  remplie  identiquement,  quels  cpie  soient  x,  y,z,/j,  (/.  s. 
Si  l'on  établit  une  relation  entre  y  et  x 

(9)  y=/{^)' 

l'intégrale  générale  z  des  équations(7)  devient  luie  fonction  de  .f  seu- 
lement, el  cette  fonction  z  de  a;  satisfait  en  général  à  une  équation 
différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre;  mais,  pour  certaines  déter- 
minations spéciales  de  la  fonction /(a;),  cette  fonction  z  de  x  pourra 
satisfaire  à  une  équation  différentielle  du  troisième  ou  même  du  second 
ordi'c. 


(')  Journal  (le  Mat/iriiia/ir/Kcs,  p.  182,  année  li 
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\  r)ici  coimnciit  on  ohticiulra  ces  tlétcriiiinalions  iW  f  x  On  a. 
|iiiisf[ne  :  dcpeiul  de  t-  (lircctcineiit  cl  par  liiitcrmédiaire  de  j»'.  ira|>rc's 
la  relation  (9!, 

'tj»  =  '•  +  2  sy  +  ty-  -f-  qf . 

v'  t't  j"  désignant   les  tlérivccs  de  v  par  rappoit  à  x  liréfs  de  la  rela- 
tion'9  ;  on  \ertii  (les  e(|iiations     -,  ces  deux  expressions  de\ienn<Mit 

•j-^  —  s{a,+  "iy' -\-  h,y'-)-t- p{a.,-h  b..y"-) 

-f-  y  rt.,  -f-  b^y  -+-./')  4-  :(a,  -f-  b.y'-\ 

Donc  la  fonction  z  de  x  vérifiera  une  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre,  si  l'on  peut  trouver  une  fonction  y  de  x  remplissant 
les  deux  condilions 

i  a,  -f-  2v'-H  />,  y'-  =  o, 

11  pourra  ne  pas  exister  de  fonction  v  vérifiant  ces  ileux  équations; 
on  s'en  assurera  de  la  façon  suivante  :  V.n  résolvant  ces  équa- 
tions (10)  par  rapport  à  >'  et  r",  on  obtient  des  expressions  de  la 
forme 

(101  y  =  ?(^.v).     r"=<Kx,7); 

(l'on  l'on  tii'c  réquation 

('<>")  ^.  -^-^?(^.  v)  =  «f(^,J')• 

<'.elle  écpialion  (10")  définit    y  eonune  loin  lion  de  .»  ;  pour  cpie  cette 
loiiclioM  satisfasse  à  la  (pu'slion,  \\   landra   ei  \\   suiliiM  (|iie  sa  dérivée 
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soit  f[x,y).  Il  peut  arriver  que  cette  équation  (lo";  soit  identique 
cil  X  et  y;  dans  ce  cas  toute  intégrale  de  la  première  des  équations  (lo) 
sera  une  solution  du  problème. 

Voici  maintenant  comment  on  obtiendra  les  déterminations  de  la 
fonction y( 37),  équation  (9),  pour  lesquelles  ;;  vérifie  une  équation  du 
troisième  ordre.  Nous  avons  trouvé 


È=f'-^'fy 


'iiî 

(Ix- 


+  c..p  4-  c^q  -i-c^z. 


où  C|,  Co,  C3,  c^  sont  des  coefficienls  qui  viennent  dVtre  calculés  et  i\\\\ 
contiennent  y  et  y.  En  prenant  encore  une  fois  la  dérivée  par  rapport 
à  .T.  on  aura 


^1  ' 


àc, 


<)c.       ,  ()c.      ,,', 

T^  y  -h  -r^.y 


et,  à  l'aide  des  équations  (  7  )  et  (8),  on  pourra  mettre  cette  expression 
sous  la  forme 

d'z 

,7-.  =  S"i  ^  +  giP  +  g^  H  +  g^  -• 


les  coefficients^,,  g^_,  g^,  g,,  contenant  v',v"  et  y'". 

Pour  qu'il  existe  une  équation  linéaire  de  troisième  ordre  à  laquelle 
satisfasse  z,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  éliminer  p,  q.  s  entre  ces 

trois  relations  donnant  ~,  -j-^ ,  -j-^-  par  suite,  il  faut  et  il  suffit  (lue 
l'on  ait 


ce  qui  est  une  équation    différentielle  du   troisième  ordre    donnant 
V  en  .r. 


5.   Revenons  maintenant  au  problème  particulier  qui  nous  occupe. 
La  fonction 


FONCTIONS    IlYPEKCKOMtTRIQUES    DK    DKLX    VAHIABLKS. 

vôrific  les  deux  ('(|ii;ilioiis  (lifA-rfiilii^lIcs  siimiltaiices 

r  —  X-  ,  /•  —  y- 1  —  -1 XYS  ->r  ^y  —  ^C/.  -h  [j  -h  l]x    p 

1  ij  '  ,    . 

y  —  y-  J  —  x-F  —  -ixYS  -\-  [•/ —  {  x -h  ^i  -h  i  )y]  y 


—  {u-h  [j  -h  \)X/)  —  C(^jZ  —  o. 

(Iniis  IcscuM'IIcs  iHiiis  l'ci-oiis,  pour  al)réger, 

«  H-  i*;  -h  I  =  A,     a^  =  li. 

D'après  les  relations  {(]),  on  voit  que  la  fonction  F,,  cpii  fîj^ure  dai 
l'expression  (4)  du  coefficient  Bf/',  est  de  la  forme 


I^f'/.f^.y,'/.  cos'-,  '^'"'-j' 


('^)«='— p--) .p-^'    i^  =  — ~ — '    7=/-+-!.     V=/^-'- 

et,  par  suitf. 

Nous  allon-.  <l(tiic  iaire,  dans  les  éipiations  |ircc('d(iiles  (i  i  ), 

(l'i)  a*  =  cos'-.     1'  — siii'',     siii*-       v. 

et  en  dciluire  une  ((juatiDii  liiileniiliellc  lineau'e  a  lacpn  Ile  satisfait  : 
considéré  comme  fonction  de  J  d'après  l'équation  (12). 

Si  l'on  remplace,  dans  les  équations  (1  i),  les  variables  x  et  v  par 
leurs  expressions  (i/j),  ces  écpiations  devienneiil 

l  cos  -  ^  I  —  cos  -  )/•       sui  -  /  -  2Sin  -  cos  -5  -»-(■/  —  A  cos       ]/t  —  Asui  -y  -    It: 
I  sni'  -I  I  —  sni   -  1/  —  cos"-/—  .îsui  -  cos  -i  -(-  (  y  —  A  sur     )</  —  A  cos'  -/<—  l>; 


'm')  appfll. 

On  en  conclut,  en  retranchant  nicniljrc  à  membre, 


I  ()  )  r  cos'  '- l  sin  '  -  =  y'  c/  —  'jp ; 


pnis,   multipliant    la    première  par ;>  la  (leii\iéme  par    r    cl 

sin-  -  cos-  - 

1  '■ 

ajoutant, 

1  rco.s^  ; 2.(  .sin-  -cos-  -  -f-  ls\u   - 


1       =.-7^  (  A  co.s=  '--'l)+  -^  (  A  sin==  -  -  V 

f  sin--  ^  cos-  -  ^ 

'  a  2 


sm-  -  cos-  - 


,,      .  .  .    .,J 

Leci  pose,  on  a.  jim-sque  sn»-- 


ox  dz.  (      .    .,J  ,.F 

10)  y=  2(  (7SUI- -  — /;cos- - 


i'î))      "7T"  =  '1  (''COS'  '-  —  2xsin--cos--  4-  /.sin''-  j  4-  2(yo  -t-  7), 

et,  |)ar  con.sé(jncnt,  d'après  l'éqnation  i^  1  "  . 

.    „,l        ,.T  d'-:. 

sni-  -cos-  — TT 

a  2  rtv- 

'if)')        'i        =  4/'Cos- W  A  cos*- —  y  +  -  sin-- ) 


'l(7.sni--(  Asm--  —  7  -I-  -cos--  )  -1-  '(B; 


Pour  simplifier,  introduisons  la  sonune  et  la  (liHérc>nce  tics  coet'ti- 
cients  de  \p  cos-  -  et   lysui-  -  : 

I  .         .,  .1  1    .   .,  J        .     ■    .,  .1        ,1        .,  J        .  ,1 

l  -,5  =  A  cos-  -  —  7  -t-  -  sur  -  -h  A  sui-  -  —  V  +  -  cos-  -  =  A  —  y—  7  -t-  - , 

(20) 

1  .  o  J  I       .       .,  J  ,        .       „  J  ,1  .,  J  /     .  I     ,  ,  , 

/  fi  =  A  cos- 7  -f-  -  sur A  sur  — 1-7 cos-  -  ^    A cos.l  —  7+  7  . 

2*22  2        '         2  2        V  2  '  '        ' 
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Alors 

.  .  .1  I      .     ,.  J  T.  H-  H 

A  cos' •  7  -f-  -  sin-  -  =  » 

■<         '         a  T  '^ 

.     .    ,  .)  ,        I  ..  J  '.  —  « 

A  siii'' 7  H — cos-"  -  =  > 

a        '         ■'.  1  ■x 


cl  I  ('(|iialioii  (  i()')  (lc\  icnl 

^  =  ar.(/;cos^-  +  r/siii--) 


.    ,.l        ,J  <l-z  I  ,J  .    ,.l 

siir-cos  — TT  = 


('9") 


-)-2B(^ros^; y  sur-)—  ||}r 

nu  ciifiii,  (l';i|)n's    i8  , 

,  ,  .     f/-Z  <h  ,    ,.  /  ...I  .        n   .1      , 

(  21  )         v(  1  —  v)  -rr  -*-H-7 \V>z  ^  rfiy  /Jcos"-  -f-  y  sur-  )• 

Li'  lactcur  r,  (jiii  (i<jiir{'  dans  le  i^ccoiid  membre  est  une  (•onslaiile^-io); 
si  les  éléments  x,  ,'5,  y,  7'  de  la  Iwinlion  F,  satisfont  à  la  relation  rj  =  o, 
le  second  membre  de  l'cqualion  y.  1  ,  est  nul;  dans  ce  cas,  la  fonction 
F,  de  y  satisfait  donc  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre  inté^rable 
à  l'aide  tle  la  série  de  (iauss.  Celte  condition  se  trouve  remplie  |(r)ur  la 
(onction  F,  qui  figure  dans  le  coefficient  W^f  lorsque^  -  -  2.  On  retrouve 
ainsi  le  résultat  indi(|ué  pour  ce  cas  par  M.  Tisserand. 

Supposons  maintenant  r.o;  nous  avons,  en  |JOsant,  |)(>ur  ai)rei^er. 

la  relation 

(21')  P    -  2r,  (/MOS°  -  -(-  y  sin''^  |; 

d  Oii 
23)  -^  =  2/5(<7  -/yj- 4r;(/cos'-        /si"    -j; 

Joiirn.  de  Math.  (3'  »eric  \  lomc  X.  —  lli'i.f HMii  1884.  '■' 
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(I(1IU\  (l'apivs  [  l(î), 

où  l'on  pmit  ivinai'cnicr  (jiie  le  deiixièinc  nipiiihrc  fst  nul  si 


(le  soi'te  fine,  dans  ce  cas,  V  est  indépendant  de  -j.  Dans  le  ras  générai, 
on  peut  élimine)'/;  et  (j  entre  les  éciuations  18),  (21')  et  \i'~\),  et  l'on 
obtient  ainsi  l'équation  eherchée 


.,  .1  ,  J 


dz  .    ..  J  .,  J 

-J  Slll-  -        —  cos-  - 


ou  I'  a  la  valeiu'  (22).  Cette  équation  simplifiée  s'écrit  de  la  façon  su 
vante,  toutes  réductions  faites  : 


(a5)' 


.,  „(/';,  ^ ,  r  4  ■  '      .  ,  -  d-  :■ 

V  —  V-  1-  -rrr   -H  (  V  —  V-  )  [  A  —  7  -i-  2  7   —  v  ^  2  A  -i-  7  +  7   >     -j^ 


(/.' 


^Z; 


■jv^'lli  H-(2A  —  1     7  +  7'  ' 
2  V  [  2  B  -f-  7'  (  2  A  —  I  )]  —  -  I  —  2  7'  )   A  —  7)1  '-^ 

+  2IJ;  ' i  —  27'—  2v   '  —  V  —  V'il  =  "• 


Telle  est  l'équation  du   troisième  ordre     '     à   laquelle   satisfait   la 
nclion  (12),  c'est-à-dire 

z=  Fi  la, /s,  v,  y',  il  -y)-,v-]. 


(')  lîii  se  plaçant  dans  le  cas  où  les  coefficients  ont  les  valeurs  (i3),  M.  Ra- 
(lan  a  formé  ilirecieinent  celte  équation  [  iiinales  de  rObscrratoire.  i88.'|.  Sur 

le  défelf)/>/)i'incn/,  olc,  i'>i|M;iliiiM  1  r()~>J. 
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Dans  le  cas  parliciilicr  qui  nous  intéresse  pins  spccialcnicnt.  ou  a, 
'i, --,  •- Ont  li's  valeurs    i  >j,  celte  fonction  est  un  polvnôme  du  degré 

•  ■M  V,  et,  si  1  on  l;iit  alors 

Z  —  1„  4-  ).,  V  -h  h,v''  -h  .  .  .  -h  A^  .,.    V'*"'    ', 

la  suhstiliilion  de  cctlc  expression  dans  réqu.ilion  difrérenticlie  (aS) 
loninira   une    relation  récurrente  entre  trois  des  eoefficieiits    consé- 

ciitils  ■/„  ,,  >.„,  7,,,  _,,  pcnnctlaiil  de  les  (  aliuler  Ions  (piand  on  connait 
les  deux  premiers,  "/ „  et  "/ ,  roi/y.  /(.ifj  .  Orccs  deux  coefficients  s"(d)- 
tieiinenl  de  la  lacoii  suivaiile.   D'ahord  on  a,  en  faisant  v  =  o. 

Ao  =  r,  (  a,  ,'î,  y,  y',  1,0)=  F,  X,  (i,  V,  i  ), 

F(y.,  |j.  ".  a;)  desit,'nant  la  série  li\  periit'oini'ti  iipie  de  Caiiss:  puis,  en 
faisant  v  -— o  dans  la  deri\ée -r^  -  on  a 

^  '    '  I  ~  "■  '  ~  "■'  T77  "^  -"^  j7^    ._„, 
c'est-a-dire,  d  ajucs  la  i<'lati()n 

Sx ~  =  Y  IV.  i  «  4-  I .  ,S  +  I .  y  +  I .  /.  .r.  vj, 

>'!  =  —  -4r  F«(9'-  -i- 1 ,  (S  -H  I .  y  H-  1 , 7 . 1 .  o 

=  _2^F(«-f-i,/3  +  i.y  -1,  r. 

Ces  deux  coefficients  \^  et/.,  peuvent  donc  être  exprimés  a  l'aitie  des 
fonctions  1".  l^expression  générale  du  coefficient  ).„  a  été  iiulicpiée  par 
M.  Radau  [Comptes  rendus,  séance  du  î  décembre  i88J). 

!/éqn;ilion  différentielle  2  V  peut  être  iiiti-iirée  à  l'aide  de  la  série 
livpergédinilrKpic  ilii  scioiid  (irdi<' 

F  (  "'  ''•  '^\x\    -  V  ("'^')(^''-^')(<^'")  ^, 
'  '/.  e.      I     /        Zà{d,n)(e,n)(i,H)       ' 


/|20  APPELf. 

dans  le  cas  particulier  où  •■  =  y'.  En  effet,  si  l'on  suppose  y  =  -   et  si 
l'on  fait  un  changement  de   variable  en  posant 

p  =  sin-J  =  /(v'i  —  v), 

1  équation  (aj)  devient,  après  suj)pression  du  facteur  ;  i  —  2v), 

(2G)    '  4-|(.^_,)(A-v)-(li  +  A7+^A)p|;^j 

(  -n(v-^)  =  ==o; 

ce  (pii  est  l'équation  à  la(juelle  satisfait  la  f(jn('tion 

(27)  M^A-;,  .■;-;|?j- 

L'intégrale  qui  nous  occupe  dans  le  cas  particulier  (i  3)  est  celle  (pu 
se  réduit  à  >.„  pour  v  ^  o,  c'est-à-dire  pour  s  :=o;  elle  est  donc 


Ce  résultat  est  d'accord  avec  celui  de  M.  Tisserand,  qui  a  montré  que 
le  coefficient  Bj^/'  peut  être  exprimé  à  l'aide  d'un  polynôme  hyper- 
géométrique  du  second  ordre  lorsque  i  ^  j,  ce  qui,  d'après  les  expres- 
sions (i3),  revient  à  y  =;  y'. 

Enfin,  on  peut  chercher,  d'après  les  résultats  donnés  par  Clausen 
[Journal  de  Crelle,  t.  3,  p.  89),  dans  quels  cas  ce  coeffirient  '2-')  est 
le  carré  d'une  fonction  hypergéométrique  de  Gauss 

Rappelons-nous  pour  cela  que,  pour  que  la  fonction 

H    d.e 
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soit  le  carré  (ruiu'  roiution  de  flauss.  il  faiil  et  il  siillit  (|U('  -«s  cltrin-Ml- 
a,  h,  c,  d,  e  rciiiplissont  les  coiulitions  suivantes  : 

(28  c= .     d=  ,     e  =  a-^b. 

et  alors  on  a 

^■'^^  ^'[d,e    \-'')  =  ^'{z'l' ^ '^)- 

Ou  obtient  ainsi  six  cas  dans  lesquels  le  coel'ficienl  (27)  est  le  rarre 
(l'une  lonction  ileCîauss,  on  appelant  suceessiveinent  c  rhacun  «les  «-l»'- 
ments  supérieurs 

et  r/ chacun  des  éléments  inférieurs 

A  -y.   27-.. 
I.e  plus  intéressant  de  ces  cas  est  celui  ou  l'on  lerait 

u  =  a,      />  =  jS,     c  =  y  —  ^,      fl       A  —  y.     e  =  -jy  —  i  : 
alors  1<'>  conditions  (28)  se  réduisent  à  une  seule 

(^î)  7-:;  =  —; — 

et,  lors(pie  celte  contlition  (20))  est  r('inj)lit".  on  a 

|<.l^.l7l,|f)=>'•(^^v•H. 

Kn  supposant  (jue  a,  /3.  y  aient  les  valeurs  particulières  !i\  avec 
y  =  y',  c'est-à-dire  j      y,  la  condition  [-H)    donne 


c'est-a-dire 


|2"-î  APPELL. 

Donc .  i()rsi|iic/>  =  3,  — —  =  i ,  le  coefficient  B^/  s'exprime  à  l'aide 

(lu  (  ;irié  d'une  fonction  de  Gauss,  et  l'on  retrouve  ainsi  un  résultat  in- 
(li<|né  par  M.  Tisse laiid. 

4'.    Pour  faire  une  autre  a|)|)lication  des  considérations  générales  ilé- 
\el()ppees  dans  le  n"  li,  prenons  la  fonction 

(  3o)  z  =  Fo  :  et,  l'j,  f;'.  y.  '/ ,  x,y , 

(pii  satisfait  aux  écpialions  sinudlances 

I   [x  —  x-)r  —  ^v^  -I-  'y  —  (a  +  /5  -h  i]x]p  —  [ivq  —  c/.^1>z  —  o, 
'   {y  —  y'^)t  —  xys  +  [y  —  [a -^  fi'-i- i}y^'q  —  fi'x/)  —  y.f-i' z— o, 

et  faisons 

'i-A)  y  =^  i  —  x; 

alors  ;  devient  une  fonction  de  x  seul,  et  celte  fonction  vérifie  une 
équation  différentielle  du  troisième  ordre  qu'on  peut  former  de  la  façon 
suivante. 

En  additionnant,  puis  retranchant  membre  à  membre  les  équations 
■3i),dans  lesciuelles  on  remplace  ->- par  i  —  x,  on  a  les  deux  relations 

,    {x  —  x'^'jir—  -is-^  t)  =  i,p  -hq)  -hXip  -  q}-h  a{^  -+-  {l,')z, 
(33)  '   [x  —  x-){r—t)  =  ~  [7-  (a +  ,3  —  T^'^  ^^■^]p 

[  -+-  [i  —[U.  +  [i'  —  {j+  iU']q  +  a{^  — /5')-. 

dans  la  première  desquelles  on  a  posé,  pour  simj)lifier, 

(    .  _  g  +  ^  +  p'+i  — -[■  — r' 
(33')       '-  -  ' 

(  X  =  ( a  +  ,3  +  ,^;'  +  I )a;  —  i( >  -+-  jS  +  fî'  +  I  -H  7  —  ■/ ) 

Ceci  posé,  l'on  a,  en  vertu  de  la  relation  (32), 

dz  d'z 
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i-t  la  prciniérc  des  équations  ""VV  donne 

Il  icsnitc  (le  l.i  (jnc,  si  la  ^•()n^tant(•  i  (  si  nulii-,  la  loiulion 

:;  =  l-,(«,,S,;;'.7.V'..r.  i       x 
\'ri'i(i('  r(''C|Matioii  du  second  fn-dre 

("'■-■^'^£  +  lv-(«  +  ;^  +  ;^  ^->'^^  -7;;s^/3'jr  =  ... 

<|iii  admet  |)onr  intéj^ralt'S  les  deux  lonelions 

3,  =  F(«,,';  +  /3',7,a-), 

r-.j  =  .»■'  ^  Vly.  -f-  1  —  y,  ,6  -h  jS'  -f-  i  —  y,  -^  —  y.  -r); 

on  anra  donc,  dans  ce  cas, 

:  -C,c,-4-  (:,;,. 

C,  cl  t'.j  désignant  des  constantes. 

He\enons  niainlcnanl  an  cas  i;énéi"al  on  :  esl  dillcicnt  de  /.cri>.  cl 
di'signons  |)ai'  I'  le  |)r<anicr  nicmhrc  (le  l'ciination    J/| 

(3V  P=f.r-.r^)g-X;^-a(;3  +  ;5').; 

celte  étjnation  s  éciit 

V  =  £(/>  +  fj   . 

d  DM,  en  (liiiercnlianl  par  ra|ii><>ii  a  .t°, 

'"*  /\ 


'ij'i  APPELL. 

(>t  en  reiiij)l;u;;inl  (/•  —  /)  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde  des  équa- 
tions (3'}). 

^        \  \U  -x')'^=-  [-1  _  (a  +  /S  -  fi'-t-  i)^j/> 

'  -+-  [•/-  (a  -f-  ,-5'  -  i5  +  \)Y]q  +  c/.  fi  -  ,';')  =  . 

Des  relations 

I'  (Iz 

ou  tire 

et.  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (35),  on  o])tient  enfin  l'équa- 
tion diflérentielle  du  troisième  ordre 

i  r(^  -  ^'  )  J77  +  :;^  LV  -  v'  -  ;'5  +  T^'  -  '  «  +  Ol'-î'^^  -  OJ 
(36);'  /      ■ 

'      +  i  ^  [•/  +  '/-='■  -  I  -  i^  -  p')(2^-  ')]  -  «Tï  -  fv'  ;  =  o 

Cette  équation  dillérentielle  (3(5),  ainsi  que  l'équation  y')  .  l'sl  d<' 
la  forme 

\  ix  —  X-  \-  -r^,  -\-  Ix  —  x-)(ax  -+-  hi-r—, 

(3?)  .  ^- 

f        +  (co;-  +/.r  -f-  ^)  -^  +  (A,r  +  X-)«  =  o, 

les  constantes  a,  b,  c.  /,  g,  h,  h  étant  des  fonctions  des  ciiu|  constantes 
a.  f..  P',  V.  •/. 

Cette  équation  (37)  peut  être  intégrée  à  l'aidede  séries  hvj)ergéonié- 
triques  du  second  ordre  toutes  les  fois  que  les  constantes  qui  figurent 
dans  les  coefficients  vérifient  les  trois  relations 

(38)  «-4-2/*  — o,     c+/=o.     //-i-2X-  =  o. 

En  effet,  si  ces  conditions  sont  remplies,  on   pourra,   en   faisant   le 
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(•iiaiii,'ciii<'iil  (le  \;ifinl)l<' 

y  =  '(O-f  I  —  x), 

ri  |)rciiaiil  r|H)iir  iir)ii\('lli-  vai-ial)lc  iiidépi-iiilaiitc,  ramener  tt-tU- tqua- 
lioii  a  la  foriiic 

qui   est   («'lli'  (le   r('(|iiatioii    (linV'rciilirlIc   à    la([iicllc  satisfail    la    Imik  - 


(3,,)  It-.'VV-)- 


Kiifin  l'équation  (37)  se  réduit  immédiatement  à  récjuatioii  tic  la 
série  hypergéométrique  du  second  ordre  (3())  dans  l'un  <t  l'autre  des 
deux  cas 


à  condition  de  cliautjer,  dans  ce  dernier  cas,  .r  en  1  —  x. 

ri.   Dans  1  é(|uation  ;  i-l,  supposons  les  coefluients  (|nelcon(|ues  et 
admettons  que  l'équation 

li  ç,(rj  =  (/--i)(r-2)+(r-i)6-h  -  =  o 

Il  ail    aiieuiie    racine   entière    |)o-.iti\e.    Aloi^    1  e(|uatioii    dillei'enlielle 
linéaire  y  ^~  )  possède,  dans  le  domaine  du  point  .i=  o,  une  inte<;rale 

Joiirii.  Je  }fatli.  ,  .i'  nuric),  lomc  X.  —  DL.tnuM.  it»j.  •'  I 
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Iioloniorplie  de  la  (oi'iiip 

(V-i)  s  =  Ao  + A,a;+  A..a;'  +  .  .  .  +  A„.r"  +.  .  .. 

En  substituant  celte  série  clans  l'équation  (37)  et  égalant  à  zéro  le 
coefficient  de  x",  on  trouve  entre  trois  coefficients  con^écutifs  A„_,, 
A„,  A„^  I  la  relation  récurrente 

(',3)         =[  2/1' -/i=(a-è  +  G)  +  n(a -/>-/+ 4)  -^]A„ 

f  —  [n^  —  n^  {a -+-6) -h  n  (3  a -{-c  -{-  II)  — ha -h  c  — h  +  6)j  A„_,, 

qui  permet  de  calculer  tous  les  coefficients  en  fonction  de  Ao  ;  en  effet, 
en  égalant  à  zéro  le  terme  constant  après  la  substitution  de  la 
série  (42)  dans  l'équation  différentielle,  on  trouve  d'abord 

{)uis  l'équation  (43),  où  l'on  fait  successivement  «  =  1 ,  2,  3,  .  . .,  donne 
les  coefficients  suivants  :  le  coefficient  de  A,,^^,,  dans  la  relation  (43), 
n'est  nul  pour  aucune  valeur  de  l'entier  n,  car  nous  avons  supposé 
que  l'équation  (4")  n'a  aucune  racine  entière  positive.  On  trouve 
ainsi  une  intégrale  holomorphe  que  nous  écrirons,  en  supposant 
A„  =  I, 

(44)  z,  =  S(a,b,c,/,g,h,k,x). 

Si  l'on  fait  ensuite  la  substitution 

z  ^jc''z', 

et  si  l'on  suppose  régal  à  Finie  des  racines  de  l'équation  f4i),  f>n 
trouve  pour  z'  une  équation  tle  la  forme  (3^),  dans  laquelle  les  coef- 
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ficieiits  a,  b,  c,  f,  g,  h,  k  sont  iL-inpIacés  par  les  suivants  : 

d  =^  a  —  ir, 

b'  =  b-h3r, 

c  ==c  —  2ar -h  ir{r  —  i), 

r  =/-h  -iria  —  b)  —  Gr{r  —  i  . 

g'  =z  g -\-  2  br  -h  3  r  (  r  —  1 1 , 

A'  =  A  +  pr  +  r(r  —  i)(r—  2), 

X'  =  k  -h/r-h  r{r  —  i)a  ~  2r{r  —  i)(r  ~  2  ,, 

(le  sorto  que  rr(|iiation  proposée  '3~^  admet  pour  intégrale  la  fonc- 
tiiin 

(/i-'/  or''  :f{n',  b',  c',/',  g  ,  II',  k \  x. 

Si  l'équation  (/|i)  a  deux  racines  distinctes  dont  la  différence  n'est  pas 
entière,  on  aura,  en  supposant  r  successivement  égal  à  ces  ilenx 
racines,  deux  expressions,  (elles  que  (/i');,  qui  seront  des  intégrales  de 
l'équation  différentielle.  On  sera  donc  en  possession  d'un  svstenie  fon- 
damental dans  le  domaine  du  pi)int  x  =^0. 

On  obtiendra  de  même  un  s\stéme  fondamental  d'intégrales  dans 
IcMiomaine  du  [oint  a- =  1 ,  car  l'équation  ('Î7"!  garde  la  même  forme 
(piand  on  cliange  ,r  en  i  —  ,i-.  Enfin  on  obtiendra  un  système  fonda- 
mental d;ins  le  domaine  du  j)oint  =0  en  remarquant  que.  par  la  sid»- 
slilution 

.r 

on  peiil,  après  une  détermination  eonvenabb-  de^,  rametier  I  eipiation 
dilfércnlii  lie  (pie  vérifie  la  fonction  ;'  d»'  .1'  à  la  forme  (^7y. 

Je  ne  m'arrête  pas  aux  cas  on  l'une  des  équations  déterminanlt-s  re- 
lative a  1  in\  des  trois  points  singuliers  o,  1 ,  x  aurait  des  racines  «-n- 
tières.  ou  à  différences  entières,  ces  cas  pouvant  être  traités  facilement 
par  1rs  mii'IIkkIcs  de  M.  l'uclis. 
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F.ii  terminant,  je  remarque  que  la  relation  récurrente  (4^!.  àau9, 
laquelle  n  a  des  valeurs  très  graniies.  se  rapproche  de  plus  en  plus  de 
la  relation 

B„^,  =  2B„-B„_,, 

r|ui  donne,  pour  1),,,  la  valeur 

ï\„  =  ln-+-  ij., 

■>.  et  a  désignant  dcuv  cnnstantes  arl)itraires. 
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Sur  (jitclfjites  consccjiieiu es  de  la  Jhintiile  de   Greeii 
et  sur   la   théorie  du  potentiel; 


Par  m.   I»h    GILBERT, 

l'rofcssciir   à    ILiiiversité   de    Lniivdiii. 


Ces  Notes,  ciiilcs  smloiit  dans  un  but  didacliqvif,  foiiuciit  une 
sorte  de  Cornplément  aux  Leçons  sur  V Electrostatique,  publiées  par 
jM.  Rcsal  ilaiis  le  Tonie  \'III  de  ce  Joiunal.  Je  rappellerai  i<i  que  les 
géomètres  se  partagent  en  deux  eamjjs,  en  ce  qui  concerne  les  projjrie- 
fés  des  couches  superficielles.  Généralement,  les  savants  français  ol 
anglais  regardent  ces  couche^  comme  ayant  simplement  une  épaisseur 
très  jxlile,  cl  leiu"  appliquent  sans  scrupule  les  théorèmes  établis 
j)our  le  cas  où  la  matière  agissante  remplit  ini  espace  à  trois  dimen- 
sions; tandis  cpie  les  Allemands  et  les  It.diens  traitent  ces  couches 
comme  n'ayant  aucune  épaisseur,  ce  qui  exige  une  nouvelle  définition 
de  la  densité  et  inie  modification  profonde  des  jiropriétés  du  potentiel. 

Sans  discuter  it  i  le(|uel  de  ces  deux  modes  d'exposition  est  le  plus 
conforme  à  la  nature  îles  clioses  et  le  plus  commode  pour  la  théorie 
malhémalitpn-,  je  dirai  seulement  ipie.  dans  ce  (pii  uit,  je  me  suis 
placé  au  s<'cond  point  de  vue. 

1.   lîapjielons  l,i  formule  ch- G reen 

(0       /   l  A,\  ./«  --=   -  /  M^^ch  -IJ  ,^-  -  4-  -j-  ^.  -4-  ^  j:)cU 
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U  et  V  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z,  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  premitres,  dans  tout  l'espace  0;  A.jV  représente 

d'-y       d'X       d'-\ 
dvC-         a  y-         a:- 

la  première  intégrale  et  la  troisième  s'étendent  à  tous  les  éléments  cIo) 

du  volume  û,  la  deuxième  à  tous  les  éléments  ch  de  la  surface  fermée 

dX 
S  qui  enveloppe  ce  volume;  y-  est  la  dérivée  partielle  de  Y  ^uivant 

la  normale  à  la  surface  S  dirigée  vers  l'intérieur  du  volume  û.  La  sur- 
face S  peut  avoir  une  forme  c[uelconque  et  se  composer  même  de  plu- 
sieurs surfaces  fermées  distinctes. 

Considérons  une  seconde  surface  fermée  2  enveloppant  la  première, 
et  soit  il'  l'espace  compris  entre  S  et  i.  Appliquons  à  O'  l'équation  (i), 
en  observant  que  la  normale  à  S,  vers  l'intérieur  de  fi',  n'est  autre 
<jue  la  normale  extérieure  rig  par  rapport  à  iî,  et  ajoutons  cette  équa- 
tion à  la  relation  (i).  Nous  aurons 

(   f      UA.,y  r/co  =  -  fu(!^  +  ^)  da  -  Tu^  ch 

]  Jn^Q-         ■  .'s       \'^"/         àn,J  J^       ôiii 

^*^       j  r     fôv  d\'      âi:  d\      dv  <n  .  , 

{  ~. La  [r^  ÔTr -^HJ- Tv -^ -dJ  Tz  )  '^'"- 

En  faisant  V  =  i  et  prenant  pour  Y  le  potentiel  f  '  )  d'iuie  masse  Q 
répartie  suiune  surface  fermée,  on  trouverait  que  la  relation  de  Gauss 


JsOn 


(il  =  o     ou       I  -Q 


(suivant  que  la  masse  Q  est  extérieure  ou  intérieure  à  la  sin-lace  1) 
subsiste  pour  le  potentiel  Y  d'une  couche  superficielle.  Sans  nous 
arrêtera  ces  détails,  développons  les  conséquences  de  l'équation  (2). 

II.    Atlmettons  que  2ii  désigne  une  !-urlace  sphérique  dont  le  ravon  U 

(')  Nous   appliquons   ici   Je   mol  dans  lo   sens  de  Gauss.    D'autres   géomètres 
disent  la  fimclion  jiolviiliêlle. 
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|ionrra  crf)ifrc  ;m  delà  de  tDiifc  limita.  Comme  on  a 

.')fL  tiésigiiaiit  une  niovcmic  entre  les  valeurs  de  la  fonchoii  siii'  tonte 

l'étendue  de  la  surlace  1,  on  sait  que  K"y-  l'C  croîtra  pas  indeiiiu- 

ment  avec  H,  tandis  que  U  convergera  vers  zéro,  si  U  et  A  sont  les 
potentiels  de  masses  situées  à  distance  finie.  F.'intégrale  aura  donc 
poui-  limite  zéro;  en  même  temps  l'espace  i2'  s'étendra  à  l'infini  au- 
tour (il  S,  et  12  -I-  Q'  représentera  tout  respace  indéfini  intérieur  et 
extérieur  à  la  surface  S,  ce  que  nous  indiquerons  par  l'indice  oc  allec- 
tant  les  intégrales.  L'équation  (2)  deviendra  donc 

i  fcxv .„  =  -(. (|I^£>, 

^ ''       j  r/dv  à\      dv  ov      <nj  ()\\  , 

si  I  on  pernuite  U  et  \  cpii  jouissent  des  mêmes  propriétés  et  <pie 
l'on  soustraye,  il  vient 

(5) />i,v-vAx,A,=-/;t(£+£;)rf,-v/;v(^H-^4)rf,. 

Clomme  première  application  de  cette  formide,  supposons  que  Ton 
tlistribuc  successivement  sur  la  surface  S  deux  couches,  dont  les  densités 
variables  respectives  soient  h  et  h' ,  et  soient  V  et  U  =  Y'  les  potentiels 
de  ces  couches.  On  aura,  dans  tout  l'espace  indéfini, 

A.r  —  o,      A,\  :     o, 
et  sur  la  surlace  S, 

et  ré(|uation  ;  "> ,  tievioudra 

((i)  f'\/,  ./i  =  l'\  h  il- 
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Dan-  ce  théorème,  comme  clans  les  précédents,  la  surface  leiniée  S 
a  une  forme  arbitraire  et  peut  même  se  composer  d'un  système  de 
surfaces  fermées  indépcndanles  :  le  raisonnement  est  le  même  ('). 

111.  Supposons  maintenant  que  ^  soit  le  potentiel  d'une  masse  Q, 
répartie  suivant  une  densité  h  snr  la  surface  fermée  S,  et  U  le  poten- 
tiel d'une  masse  M  répartie,  suivant  une  loi  de  densité  o,  dans  un 
espace  quelconque  T  à  trois  dimensions;  A^V  sera  nul  en  tout  point 
de  l'espace  indéfini,  Ajll  également,  sauf  dans  l'espace  T  où  l'on  aura, 
par  le  théorème  de  Poisson, 


A.,U. 


4~? 


Le  premier  UKunbre  de  (j)  se  réduira   donc  à  !\ti  l  \ç,dro;    dans  le 
second,  on  aura 

-^ h-r—  =0,        -, h^—    =—    '^Tlh, 

et  il  se  réduira  ainsi  à   )  7:  /  \Jhrl7.  De  là  la  relation  imjiortante 

(7)  /  \pdio  =  /  I/k/g. 

L'espace  T  peut  se  composer  de  plusieurs  volumes  détachés,  la  sur- 
face S  de  plusieurs  surfixces  fermées  distinctes. 

IV.   Conservons  à  V  et  U  ces  dernières  significations,  et  remplaçons 
dans  l'équation  (4)  U  et  V  par  V  -f-  U,  en  posant,  pour  ahréj^er. 


-.-©•-(0H9'^ 


(')  Ce  théorème  a  été  donné,  par  M.  Legebeke,  connue  une  généralisation  de 
relui  de  M.  Clausius,  dans  le  numéro  de  mars  1884  de  ce  Journal,  et  anlérieure- 
nienl  dans  les  Annales  de  Wiedemann  (l.  X,  1880).  Sans  connaître  celle  prenuére 
publication,  j"avais  communiqué  le  même  lliéorème  et  la  formule  (4)  dont  il  dé- 
rive à  la  Société  scienlilique  de  Bruxelles  le  5  mai  i883  {Annales  de  la  Société 
scicnt(/iqiic  de  /}/ii. relies.  -^  année,  |i.  (>- ;  i883). 
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lions  aurons 

/'(V-4-U-)AJV-^U)fA^ 

■  ".=  -  /;,  V  +  ujp.i-'-:'  ^  ^ili^'  I  -/,  -  /A,  V  .-  r  ,/.„. 

on,  d'après  les  remarques  faites  au  numéro  précédent. 
8  )         f\\  -I-  L)  p  <l'.>  -h  fi\  -r-L   /uli  ^^  I  1,  [  \  -f-  U  )  </'^J. 

t.e  ihéorème  comporte  la  même  extension  que  le  précédent.  Si  toute 
la  matière  agissante  était  répartie  sur  la  surface  S.  on  ft-rait  -.  —  u. 
i;  =  o;  on  aurait 

(9)  f\/>d...^fi,y.h>. 

si,  au  ( ontiaire,  il  ii'v  a\ait  de  masse  agissante  cpie  celle  dislriliiiée 
avec  la  densité  :  dans  le  volume  T,  on  aurait  //  --  o.  \  -  <>.  et  par 
suite 


\  .  la  formule  (')  !  |iermet  de  démontrer  immédiatement  un  théo- 
rème de  Iiiemann  sur  l'érpiililire  dun  système  de  conducteurs  élec- 
trisés  ('),  et  même  la  généralisation  cpii  en  a  été  donni'e  par 
M.  Claiisiiis  (-). 

Soient 

S  la  surface  d'un  ipiilcoiupie  des  conducteurs  isolés  ou  ((immuiii  luanl 

a\<'C  le  sol  ; 
//  la  densité, 
()  la  masse, 

(')  KuTTKniTSCii,  Lvlii  hucli  lier  l^lcklroslatili.yt.  ixi:—  <'iiiin.i.FBiiis.  <'i>w/</e* 
rendus,  t.  \r.lll.  p.  719. 

{-)  A  mut  les  de  \\  iedcmnnii,y.   î.).?,   1S77:   -  Uesai..  l'Itvs.  math.,  p.  i83. 

Jour»,  lie  Math.  (3*  sériel,  tnmn  X.  —  DÉttiinRi:   i>'»i.  ^-^ 
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\'  le  niveau  potenliel  de  la  couche  éleclrique  sur  la  surface  S  dans  un 
premier  état  d'équilibre, 

h',  Q',  V,  les  quantités  correspondantes  dans  lui  second  état  d'équi- 
libre. 

On  aura,  d'après  l'équation  (6), 

2  [y  h' d'y  :^-l  l'\    /i,h, 

•  s  -S 

2i;  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  tous  les  conducteurs.  INIais  sur 
une  surface  S,  V  est  constant  et  égal  au  niveau  potentiel  du  conduc- 
teur, j  h'  (h  est  égal  à  Q'.  De  même,  V  est  constant  et  1  /icIg  n'est 
auti'c  chose  que  la  quantité  Q  d'électricité  libre;  donc 

Le  théorème  de  Riemann  est  un  cas  particulier,  celui  où  tous  les 
conducteurs,  sauf  un,  communiquent  avec  le  sol.  Il  serait  très  facile 
de  généraliser  encore  le  théorème  en  faisant  intervenir  des  diélectri- 
ques dans  le  système  élcctrisé. 

^  1.  Mais  l'usage  principal  des  équations  (6),  (7)  et  (8)  est  dans  la 
démonstration  des  célèbres  théorèmes  de  Gauss  sur  la  possibilité  de 
couvrir  une  surface  fermée  de  matière  agissante,  de  façon  que  le  poten- 
tiel de  la  couche  satisfisse  à  certaines  conditions  (  '  ),  théorèmes  si 
utiles  dans  l'électrostatique.  La  démonstration  de  Gauss  est  pénible  et 
indirecte.  Dirichlet  a  tenté  d'ouvrir  une  voie  plus  facde  au  moyen  de 
son  Principe,  mais  son  raisonnement  ( -)  comporte  des  objections  sé- 
rieuses cpi'il  importe  de  signaler. 

Dirichlet  établit  l'existence  d'une  certaine  fonction  u'  de  j\  y,  z, 
dont  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  sont  finies  et  continues 
en  un  point  quelconque  de  l'espace,  les  dérivées  secondes  satisfaisant 
à  l'équation  S.,u'=  a.  Lorsqu'un  certain  rayon  R  devient  infini,  cette 

(')  Allgerneine  Lelirsàtze,  etc.  —   Œuvres  de  Gauss,  t.  V,  p.  197. 
('-)  Gribe,    Vorlcsunp^en  von  Lcjeune-Dirichlct.  p.  127  et  sniv. 
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loiiction  u'  IcikI,  (Ml  chaque  point  [3o,y,  z),  vers  une  limite 

M  —  Ç-fiT,  y,  s   . 

et  Dirielilet  i  onclut  que  cette  fonction  vérifie  également  les  deux  con- 
ditions ci-dessus  auxquelles  satisfait  u'.  Cette  conclusion  n'est  évidem- 
ment |)as  rigoureuse.  De  plus,  pour  identifier  la  fonction  u  avec  le 
|)otentiel  de  couches  superficielles,  Diric  hlet  est  oI)ligé  de  se  servir  des 
fondions  spitériqncs,  dont  l'usage  dans  lUie  (piestion  de  cet  ordre  parait 
assez  étrange.  Nous  allons  voir,  au  contraire,  (ju'en  se  servant  îles 
théorèmes  ci-dessus,  et  suivant  à  peu  prés  la  marche  de  M.  lîetli,  on 
arrive  simjiifMnent  et  rigoureusement  au  principe  de  Gauss. 

\  II.  Soient  \  le  potentiel  d'inie  niasse  (),  répartie  snr  une  siu-  ace 
fermée  S  suivant  une  loi  (  xprimée  par  la  densité  h,  fonction  de  i.  v,  z\ 
r  le  potentiel  d'im  système  de  masses  M,  distribuées  avec  une  densité 
variable  p  dans  un  espace  T  à  trois  dimensions,  qui  peut  se  composer 
de  volumes  détachés  T.  T" Posons 

(  I  I  )  P  =  ("(  V  -t-  l  )  /<  r/a  -4-  /"(  V  +  U  )a  r/to. 

■    T 

Les  masses  M  occupent  des  positions  lixrs,  mais  la  masse  doiinrc  (J 
peut  être  répartie  arbitrairement  sur  .S,  de  sorte  que  h  est  seulement 
assujetti  à  vérifier  la  condition 


(h, h 


(). 


//  existe  nue  distiilnuion  telle  (/iic  l'expression   P  soit  un   minimum 
Vu  elfet,  d'après  la  relation  (iS\  on  a 

P=  7^  /  A,(V  4-1  W/'^. 

et  cette  intégrale  a\.nit  iircessaiicmeiit  une  \alenr  /////c  et  positne. 
quelle  (iiic  soil  la  loi  de  dciisilc  //,  il  existi-  un<'  deiiMie  h  |ionr  la(pielle 
l'intégrale  1'  a  une  valeur  plus  petite  (pie  poiu-  toute  autre. 
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Cherchons  coite  valeur  de  h.  D'après  l'équation  (7),  on  a 

•■s  '  T 

et  le  dernier  terme  est  invariable,  par  livpotiiése.  11  sidfit  donc  tie 
chercher  le  minimum  de    /  !  V-i-  2U)A  f/^  Soient  M  une  variation  finie 

ou  infiniment  petite,  delà  fonction  /i,  ^Y  la  variation  correspondante 
de  V.  Nous  aurons 

f)P  =  ,^  /  (V  +  ■2\])/id': 

-=  f})\  h  d-.  +  /  '(  V  ^-  -U  I  Ih  d-  ^  f^\  U  d-, 

avec  la  condition  résultant  de  la  constance  de  Q,    /   <^/i  do  =  u.  ^lais, 

si  n  désigne  la  distance  d'un  élément  de  la  couche  au  point  {■r,y,  z'., 

on  a 

.    _  r( A  -+-  rjii)dn       rit  (in  _  rZh  ,h 

,1 .  (i  J-    "        .'      "    ' 

en  sorte  que  (W  est  éi;al  au  potentiel  d'une  niasse  nulle,  disiribuée  sur 
la  surface  S  avec  une  densité  ^h.  Faisons  donc,  dans  l'équation  (6). 
/('=  S/j  et\'':=  (5V;  nous  am-ons 

fn/id^  =  f\Ud7. 

De  plus,  appliquant;!  la  couche  de  densité  M  et  ;i  son  potentiel  ?i\ 
la  relation  (9),  nous  trouverons 

l'^yUdr;  =  ,-  /'a,    .U  W/ok 

•    s  I  ~  .  '^  ' 

Il  siiil  de  là  que  l'expression  de  la  variation  tIe  1*  peut   se  mettre 
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sons  ccî.s  (li'tix  (oiMiu's  : 

(  I  2)  ^['  =:   2    /    (  \      +    l    ^  ?:/l  <h  -(-    /    .>  \    hll  ^/cT. 

■    s  'S 

'  I  2'  J5P  ^  u  /"(  \   +  l   ,  -Vj  r/c7  -^  ,'-  /  A ,  f  SV  ,  d'., . 

•'s  '"-'s 

Vlil.  [.a  spcoikIc  (le  ces  équations  nionlir  que,  «7a  densité  li  est  telle 
(jiie  ion  ait,  sur  toute  la  surface  S,  la  relation 

V  -i-  L=  (onst. , 

I'  sera  un  uiinimuni,  car  on  a  alors 

f{y  -^  U)  Vi  da  =  (V  +U)  fUd'7  =  o, 

'S  '  s 

et  hP  se  réduit  à  son  (lernit-r  tcinie,  qui  est  positif,  quel  cjuc  soit  ^/i. 

Ilcciproquement,  V  ne  j)t'ul  dfvcnir  niininuiiii  que  si  Y  h-  U  affecte 
la  même  valeur  pour  tous  les  points  de  la  surface  S.  En  elfet,  si  ^'  -r-  U 
était  \;niai)li'  cl  (|ue  A  désigne  luie  constante  comprise  entre  les  valeurs 
extréiui  s  tie  \  f-  l  ,  la  fonction  ^'  —  L  A  serait  tantôt  positive, 
tantôt  négative  sur  la  surface  S.  Or  on  peut  éciire  l'équation  (12) 
sous  la  forme 

<M'  ^  2  /  \  V  -f-  U  -  A  )  Ih  d':  ^  f  }^\  Ih  r/7. 

•  s  .  s 

Soienl  ;  une  ((jnslanlc  1res  pelile.  /;,  une  iniiction  de  .f,  v.  :  qui 
n'es!  assujettie  jus(|n  ici  (pi'ii  la  cniiditiou    ^  //|f/7  —  o;    posons 

U^i/>,.    dou     ;^\  =1  f ''^''1  ^  ,\ ,, 
•'s      " 
d'où  endn 

5)F  =  21  /'(  V  ^  U  -  A  :  //,  dr:  ^-  £-  f\,/,,  d-:. 

•  s  •    s 

()nsail,  pai'  l'ecpiation  12",  ipie  ce  dernier  terme  l'sl  toujoiu's  jio- 
silif    Nous  reiidi'ons  le  pré<édent  ne;;alil  en  clioisissanl  la  lonclion  A, 
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(le  façon  qu'elle  ait,  en  chaque  point,  le  signe  contraire  à  celui  de 
(  V  +  U  —  A),  ce  qui  peut  évidemment  se  faire  d'une  infinité  de  ma- 
nières en  observant  la  condition   /  A,  (h  =  o.  Et  comme  e   peut  être 

aussi  petit  qu'on  le  veut,  le  premier  terme  finira  toujours  par  surpasser 
le  second  en  valeur  absolue;  ^P  sera  donc  négatif  pour  ^/i  =  z/i,. 
P  n'était  donc  pas  un  minimum. 

Concluons  de  là,  puisqu'il  existe  une  loi  de  la  densité  h  pour 
laquelle  P  est  un  minimum,  qu'il  en  existe  une  poiu'  laquelle  V+ U 
est  constant  en  tous  les  points  de  la  surface  S. 

IX..    Celle  distribution  est  unique  d'ailleurs.  —  Soient,  en  effet. 

Il  une  loi  de   densité  pour  laquelle  V  -l-  U  est  constant  sur  la  sur- 
face S  ; 
h  -^  r,  une  autre  loi  qui  satisfiut  à  la  même  condition  ; 
V  -I-  ('  le  potentiel  de  la  couche  correspondante  ; 
P'  la  valeur  de  P. 

L'équation  (12')  s'appliquant  même  à  nue  variation  /7///e  de  P,  on 
aura 

fr,  da  =  0,      5P  =  P'  ~  p  =  7^  fA,i'  d'^. 

Désignons  j)ar  a  inie  constante  voisine  de  l'unité,  par  //  -f-  ar.  une 
troisième  réj)arlition  de  la  masse  Q  sur  S.  Cela  est  permis,  jjuisque 

f  {h-^  'JL-r,  ]di=   I  II  d7  -T-  a   /  r,  d'y  -  Q. 
Le  potentiel  de  la  couche  correspondante  deviendra 

\  +  y.  I  - — -  =  V  +  oct',      o\'  =  y.i', 
J      II 

et  i)ar  suite  on  aura,  dans  l'équation  (12'), 

A,(  (?V)  =  y.-à,v,     P"  —  \>  =  ^^  j  à,i-  do>, 
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P"  étant  la  \ali-iir  de  1'  qui  corrcsiiorid  à  rctte  nouvelle  distrilnilioM. 
De  là,  enfin, 

'  '*     *•  s 

V  étant,  par  liypotiiése,  une  valeur  minimum  tic  1',  il  faut  qu<',  pour 
toutes  les  distributions  très  peu  différentes  de  celle  qui  correspond  h 
la  valeur  P',  c'est-à-dire  jK)ur  toutes  les  valeurs  de  y.  voisines  de  l'unité. 
P"— Psoit  positif.  Mais,  l'intégrale  ayant  une  valeur  positive,  cette 
condition  ne  sera  j)as  remplie  pour  les  valeurs  de  x  inférieures  a 
l'unité;  donc  l'hypolliése  était  fausse.  De  là  cette  loi  :  //  est  toujours 
possible,  d'une  seule  manière,  de  répartir  une  quantité  donnée  Q  de  ma- 
tière agissante  sur  une  surf  ace  fermée  S,  de  façon  que  l'intégrale  P  ac- 
"  quiêre  une  valeur  minimum  ;  la  fonction  \  -f-  l  a  alors  une  valeur  con- 
stante en  tous  les  points  de  cette  surface. 

C'est  uniquement  [lour  faciliter  l'exposition  cpie  nous  avons  pris  une 
seule  surface  fermée.  Le  théorème  subsiste  et  la  démonstration  se  lait 
de  même  si  S  tlésigne  l'ensendjle  de  plusieurs  surfaces  isolées  S,, 
S_,,  .  .  sur  chacune  des([U('lles  ou  a  à  répartir  une  quantité  donnée 
de  matière  agissante.  Dans  la  distribution  qui  ré|)ond  au  minimum 
de  P,  \  -T  Usera  constant  sur  une  même  surface,  mais  sa  valeur  pourra 
différer  d'une  surface  à  l'autre.  Cela  suffit  pour  établir  ri'xistenc<'d'Mn 
état  d'écpiilibre  tuiique  dans  un  svstéme  électrisé. 

Dans  ce  qui  suit,  ayant  en  vue  surtout  le  principe  de  dauss,  nous 
réduirons  S  à  une  surface  unique. 

X.   Si  les  masses  "\I  el  leur  potentiel  l'  se  rédiuseut  à  zéro,  on  aura 
P=    l'\/,d':, 

el  la  (iiiiihliou  \' --  l  =:con>l.  se  réduira  à  V  --  con.st.  De  plus. 
connue  la  surface  ,S  n  a  dans  son  iiitérieiu-  auciuie  matière  agissante, 
\  sera,  d  après  un  théorème  coiuni,  constant  dans  tout  l'espace  en\e- 
loppé  par  S.  On  peut  donc  toujours,  d'une  seule  manière,  repartir  um 
qiKinfilr  donnée  O  de  matière  agissante  sur  une  surface  fermée,  de  façon 
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que   I  \  Il  fh  soit  un  minimum^  et  que  le  potentiel  V  de  la  couche  formée 

soit  constant  sur  toute  la  surface  et  dans  son  intérieur. 

Cette  valeur  constante  A  de  Y  /le  saurait  être  nulle,  sans  quoi,  d'après 
les  propriélcs  connues  du  potentiel,  Y  serait  aussi  nid  dans  l'intHrieur 
et  à  l'extérieiu-  de  la  surface  S.  On  aurait  ainsi,  en  chaque  point  de  la 
surface, 

1—  =  o,     --—  =  o, 

et  par  suite  h  =^  o.  Q  serait  donc  nul,  ce  qui  est  contre  rhypothose. 

Il  s'ensuit  que,  si  l'on  dispose  de  la  masse  Q,  A  poiu-ra  atteindre 
telle  valeur  qu'on  voudra;  car,  si  l'on  multiplie  la  fonction  /i  par  iiw 
facteur  a.  la  masse  deviendra  aQ,  et  le  potentiel  deviendra 


I 


y./id3 


La  constante  A  sera  doue  remplacée  par  aA.  On  peut  donc  toujours 
répartir  sur  la  surface  S  une  quantité  Q  de  matière  agissante,  telle  que. 
sur  toute  la  surface,  le  potentiel  de  la  couche  ait  une  valeur  constante 
donnée  d'avance. 

XI.  Les  théorèmes  de  Gauss  découlent  facilement  de  là. 

(Considérons  une  surface  fermée  S,  des  masses  agissantes  M  placées 
hors  de  la  surface,  ayant  une  densité  p  et  lui  potentiel  U.  On  pourra 
toujours,  d'une  seule  manière,  distribuer  sur  S  une  quantité  donnée  Q 
de  matière,  de  façon  que  la  différence  Y  —  U  du  potentiel  de  la  couche 
ainsi  formée  et  du  potentiel  des  masses  ÛI  soit  constante  pour  tous  les 
points  de  la  surface;  car,  imaginons  que  l'on  remplace  chaque  élé- 
ment de  la  masse  !M  par  lui  élément  de  masse  égal  et  de  signe  con- 
traire —  pd<o;  le  potentiel  de  cette  masse  —  M  sur  un  point  quel- 
conque de  l'espace  sera  —  L,  et,  d'après  le  théorème  du  n"  IX,  la 
masse  Q  peut  être  répartie  sur  la  surface  S,  de  telle  manière  que  la 
somme  des  potentiels  de  la  couche  ainsi  formée  et  de  cette  masse  —  M 
soit  constante  sur  S.  On  aura  donc 

Y  —  U  ~  const. 
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Oïl  sait,  (le  plus,  que  cette  di.stril)iitir)n  ne  peut   se  faire  que  d'une 
seule  manière,  et  qu'elle  rend  minimum  l'intégrale  f{\  -  2i:)/it/ç. 

Mais  le  potentiel  V  —  U  étant  constant  sur  la  surface  S,  dans  l'inté- 
ruur  de  laquelle  il  n'existe  pas  de  matière  agissante,  il  est  constant 
dans  tout  l'espace  enveloppé  par  S.  On  a  donc,  on  ciinque  point  de 
cet  espace, 

^21  =  'JL       ^  —  'IL       ']!  ^^  'K 
djc        do-  '     dr        dv  '      àc         de 

<l  on  le  prcniicr  llicorcinc  de  (;auss  :  fitanl  (/uriné  un  svslcmc  M  Jr 
masses  agissantes  en  dehors  d'une  surface  fermée  S,  //  est  toujours  pos- 
sible, d'une  seule  manière,  de  répartir  sur  cette  surface  une  quantité 
donnée  Q  de  matière  agissante,  de  façon  que  cette  couche  exerce,  sur  un 
point  quelconque  de  l'espace  enveloppé  par  S,  une  action  identique  à  celte 
des  masses  M . 

\ll.  Supposons  maintenant  (|ue  les  masses  ."NI  soient  tontes  com- 
prises dans  l'espace  enveloppé  par  S  lmaf,'inons  encore  que  l'on  sub- 
stitue à  chaque  élément  des  masses  IM  un  élément  égal  et  de  signe 
contraire  —  p  d'ù  ;  le  potentiel  des  masses  ]M  deviendra  —  U  et,  d'après 
le  n"  1\,  on  pourra  encore  répartir  une  masse  Q  donnée  sin-  h  siu'- 
face  S  de  façon  que  l'on  ait,  sur  toute  cette  surface, 

V  —  U  =  const.  =  A, 

\'  étant  le  potentiel  de  la  couche  superficielle.  De  plus.  |)ar  un  choix 
convenable  de  la  niasse  Q,  on  réduira  la  constanle  A  à  zéro.  Kn  effet, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  X,  on  peut  répartir  sur  S  une  masse  con- 
venablement choisie  Q',  de  façon  que  le  potentiel  de  la  couche  ainsi 
formée  ait,  sur  toute  la  surface  S,  luie  valeur  constante  —  A.  Supi-rpo- 
sons,  en  chaque  point,  la  densité  /^'  de  cette  couche  à  la  densité  /i  de 
la  précédente;  nous  formerons  une  nouvelle  distribution  dont  le 
potentiel  V  aura  [)our  valeur,  en  un  point  (pielcoiupie  de  la  surface. 


Vl  -H  h'    , 
— — </(7=\    -A, 


Journ.de  Math.  (,;'  serip),  lomc  X.  —  Dilciuilii:  |8S^.  OO 


/('p  PU-     GILBERT.      —     TIIÉORIF.     PU     POTENTIEL. 

ce  qui  donnera,  d'après  la  relation  ci-de.ssu.s, 

V'-U  =  o. 

Ainsi,  par  une  distribution  convenable  de  la  quantité  de  matière  Q  -h  Q'. 
on  réduit  à  zéro,  en  chaque  point  de  la  surface,  le  potentiel  de  la 
couche  formée  et  de  la  masse  —  M.  Mais  toute  la  matière  agissante 
étant  ainsi  comprise  sous  la  surface  S,  ce  potentiel,  d'après  un  théo- 
rème connu,  sera  aussi  nul  en  tout  point  de  l'espace  extérieur,  et  l'on 
V  aura  par  suite 

^   —^''       tir  ^   ,)r'      Or  ~   àv'      <)z   ~     ,):-' 

Donc  :  Étant  donné  un  système  M  de  masses  agissantes  compris  sous 
une  sur/ace  fermée  S,  il  est  toujours  possible,  d'une  seule  manière,  de  dis- 
tribuer sur  la  surface  S  une  quantité  de  matière  convenablement  choisie, 
de  façon  que  la  couche  ainsi  formée  et  le  système  M  aient  le  même  po- 
tentiel, et  par  conséquent  la  même  action,  sur  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace extérieur  à  S. 

C'est  le  second  principe  de  Gauss.  De  plus,  en  appliqu;mt  l.i  lor- 
mule  (3),  on  verra  facilement,  à  cause  de  V  —  U  =  o  en  dehors  de  la 
siu'face,  que  l'on  a 

Q-^Q'  =  M, 

de  sorte  que  la  masse  de  la  couche  superficielle  sera  ici  égale  a  la 
somme  des  masses  jM'imitives  M. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


TROISIEME  SERIE.        TOME  X. 


Mémoire  sur  un  nouveau  cas  inic-grable  du  problème  de  l'élaslique  el  Tuno 

de  ~es  applications;  par  M.  Maurice  LéK'y ô 

rlit'diio  des  actions  éleclrod\naini(iues  les  plus  générales  ijui  puissent  cire 

«iiservées ;  par  M.  Paul  Ac  Cordivr '^i 

Sur  le  principe  de  la  moindre  action  ;  par  M.  Joulitn'skv »(- 

Sur  les  fonctions  itératives;  par  M.  Jiilr.'i  Faïkas loi 

S(ii-  une  formule  générale  relative  à  l'éiectiisation  par  inHuence  de  M.  W. 

•  M.iusius;  par  M.  (î.-J.  Legcbetie iu<) 

Actions  mécaniques  piodiiites  par  les  aimants  el   par  le  magnétisme   ler- 

restrc;  par  M.   /'mil  Le  Cnrdicr 1 13  el      iSi 

Ueclierclies  sur  Taction    de   la  matière  pondéralile   >ur  Tétlier;   par  M.   A'. 

Jablonski 1 47  et     Say 

Imposition  nouM'ile  de  la  théorie  des  formes  linéaires  et  des  déterminants; 

par   M.  eu.    )frrr,y l8l 

Sur  ré(|uilibre  el  la  défornialion  des  pièces  circulaires;  par  M.  //.  Léaulc.  867 
Intégratiiui    d'un     s\stéme    d'équations    aux     différentielles     totales;    par 

M.  Saurai'!'. ...  887 

56* 


444  TABLE    DES    MATIÈRES. 

Pages. 

Siii'  une  fiirniulo  <li'  M.  Tisserand  et  sur  les  fonrlioiis  livjipi  gi'iuiii'li  iiiuc-  ili' 

lieux  variables;  par  M.  P.  Appelt (O- 

Sui-  ([uelques  conséquences  de  la  formule  de  Gauss  et  sur  la  théorie  du  po- 
tentiel;  p.ir   M.  /'/(.  Cilhcrl 'l  Ml 


ERUA  TA . 


Fage  4-5,  ligne    '.  en   remontant,  au  lieu  de  mais  les  donnée»,  lisez  niai-  aloi- 
K>  données. 

..       .«■■-•  /        ;     ff   r        ^'f' 

l'âge  88,  lignes  o,  0  et  7.  tiri  lieu  de  - — : — ,  lisez  - — ■- — • 

Page  96,  ligne  3,  au  lieu  de  (ii3),  lisez  113. 
l'âge  1 17,  ligne  16,  au  lieu  de  (351),  lisez  (3-|i). 

l'âge  I  '|4;   ligne  8.  <ni  lieu  de  si   l'accolnile  l'tail  nulle,  lisez  si   le  ernriiel  l'iail 
nid. 
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(]i-  Tome  \  clôl  la  '.V  Série  du  Joiinni/  il<-  \f,i(liriiiiiti(j(ir^  jnin-s  •! 
iilipliquics.  La  'ral)le  de»  malif-rcs  conlcmu.s  dans  Ips  dix  Volumes  «le  cellf 
Si  rie  cl  la  .'J'able  gént  raie  par  noms  d'Aulcurs  seront  cii\o\ées  ulléiieurc- 
rneiil  à   MM.  les  Abonnés. 

M.  Hesal,  qui  pcndaiil  dix  années  a  dirige  le  Journal  a\ec  une  hauteur  de 
Mil-  cl  lin  dévouenienl  donl  la  Science  lui  restera  reconnaissanle.  croil,  à 
\u-W  lilrc,  avoir  accompli  sa  tâche;  et  M.  Camille  Jordan  \cul  bien  prendrr. 
,1  partir  de  |885,  la  direction  du  Recueil,  avec  la  collaboration  de  plu*ifurs 
Savants. 

L'année  iS.SJ  commencera  donc  la  ^  Série  du  Jimmid  dr  Malin' iiiu- 
tir/uiJS,  (pii,  fondé  en  i.S;W)  par  l'illustre  Liouville,  se  public  sans  inlerrup- 
lion  depuis  celle  cjuKpie  cl  \a  entrer  dans  sa  cinquantième  année. 

Si  celle  publication  a  pu,  sans  aucun  secours  cxlérienr,  faire  preuve  dune 
Icllc  \il.ilili'',  à  côlé  de  nombreux  llccueils  soutenus  par  des  Sociétés  siien- 
tiliqucs  ou  i)ar  des  (  jouvcrncments,  c'est  grâce  au  dévouement  absoluuienl 
désintéressé  de  ses  Directeurs  cl  à  celui  des  Géomètres  qui  lui  ont  app.ulé 
leurs  travaux;  c'est  grâce  aussi,  nous  pouvons  le  dire,  aux  encnura^cuicni- 
donnés,  à  certains  moments  difficiles,  par  d'illustres  Savants,  en  Icle  d.squel- 
nous  nous  permettrons  de  citer,  avec  reconnaissance,  le  général  l'omelei. 
I.-H.   I)um.i>  et  M.  .1.  licrlrand. 

I.iiiuviile   ne   -".Liil   donc  pas   trompé  en  avant    foi   dans   l'avenii-.  cl  non» 
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xiniiiU'S  liciireiix  de  pouvoir  citer,  à  ce  sujet,  les  lignes  qu'il  écrivait  en  tète 
(In  |iicinier  \olunie  du  Journal  : 

c.    On  \oil  assez  tju"il   est  ici  question  d'une  entreprise  vraiment  sciciili- 

»   fique,  et  non  d'une  spéculation  mercantile.    C'est  maintenant  aux  Géo- 

»   mètres,  surtout  aux  Géomètres  français,  qu'il  appartient  de  faire  prospérer 

»   cette  entreprise.  Les  plus  distingués  d'entre  eu\  nous  ont  déjà  promis  des 

»   articles,  et,  sans  aucun  doute,   ils  tiendront  leur  promesse.  A'ous  osons 

»   dire  que  leur  réputation  y  est  intéressée  :  la  chute  d'un  Journal  utile  qu'ils 

»    auraient  refusé  de  soutenir  ne   serait  lionorahle  ni   [lour  eux   ni  pcmi    la 

»   France.    " 

G.-V. 
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